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Introduction

Le développement de la modélisation des phénomenes aléatoires par chaines de
Markov pose le probleme du controle de convergence des algorithmes de simulations.
Les méthodes de simulations par chaines de Markov ergodiques s’appuient sur la
loi des grands nombres, qui stipule que pour toute mesure initiale ¢, la quantité

1 n
=3 (X))
n “
1=1
converge vers la moyenne
rf = / f(@)m(de),

ou 7 désigne 'unique probabilité invariante de la chaine. Il convient alors, de
déterminer un nombre suffisant de pas de simulation pour déterminer, de fagon suf-
fisamment précise, la moyenne d’une certaine fonction par la moyenne empirique.
Au lieu de s’intéresser a la proximité de la distribution d’un échantillon de la chaine
a sa mesure stationnaire, ’objet de cette these sera de considérer la probabilité de
déviation

(0.1) Py[n 1Y £~ 29,

ou v > 0. D. Gillman dans sa thése [26] fut le premier & déterminer une majoration
de cette quantité, ceci dans le cas d’une chaine de Markov réversible a espace d’états
fini. Plus que le résultat obtenu, la méthode employée pour l'obtenir fut le point
de départ des travaux présentés dans ce document. En effet, la preuve utilisée par
D. Gillman s’appuie sur la théorie des perturbations des opérateurs linéaires. Des
1957, S. V. Nagaev a employé cette théorie pour obtenir des résultats asymptotiques
sur des chaines de Markov générales vérifiant une condition de Doeblin [42, 43].
Le développement de cette théorie, dont les principaux résultats figurent dans le
livre [34] de T. Kato, permet dans un premier temps d’améliorer le résultat obtenu
par D. Gillman et de ’étendre aux chaines non réversibles, puis dans un deuxieme
temps de considérer le cas d’un espace d’états non dénombrable. Signalons que I.H.
Dinwoodie [16] a amélioré le résultat obtenu initialement par D. Gillman tout en
I’étendant aux chaines non réversibles. Pour cela, il a adapté une technique de F.
Rellich, 'un des principaux acteurs du développement de la théorie des perturba-
tions.

Les techniques mises en ceuvre different des méthodes propres a la théorie des
grandes déviations [13]. Cette théorie fournit une vitesse logarithmique asympto-
tique de convergence vers zéro de la quantité (0.1), alors que la borne obtenue par
D. Gillman est valable pour tout n.

Le chapitre 1 synthétise les résultats de la théorie des perturbations des opérateurs
linéaires en dimension finie; plus particulierement ceux présentés dans [34]. L'ex-
tension de ces résultats aux opérateurs linéaires en dimension infinie est traitée au
chapitre 4, avec pour objectif I’étude de la quantité (0.1) pour une chaine de Markov
a espace d’états quelconque. Les opérateurs linéaires fermés ayant une valeur propre

vii



viii INTRODUCTION

isolée et dont le projecteur propre associé est de rang fini, joueront un role impor-
tant dans le contexte général. Les opérateurs quasi-compacts font partie de cette
classe d’opérateurs; leurs liens avec les chaines de Markov (plus particulierement
la condition de Doeblin) sont analysés au chapitre 5. Celui-ci rappelle également
quelques notions sur les chaines de Markov, en tentant un parallele entre le point
de vue probabiliste développé dans [41, 17], le point de vue des opérateurs abordé
dans [52, 44] et le point de vue du mélange [18].

Le sujet principal des chapitres 2 et 3 se rapporte a la détermination d’une ma-
joration de la vitesse de convergence de la quantité (0.1), lorsque 'espace d’états
est fini. Le chapitre 2 étudie les processus markoviens, le cas des chaines de Markov
étant traité au chapitre 3. En adaptant la démonstration d’un théoreme de Kol-
mogorov sur les variables aléatoires indépendantes [36], nous obtenons également
une minoration de la vitesse de convergence de (0.1). Enfin I’étude de vitesse de
convergence de la somme normalisée

(02) =3 (s ),

vers une loi normale centrée est abordée, via la détermination d’une borne du
type Berry-Esséen. En effet, la détermination des intervalles de confiance via le
théoréeme central limite permet d’estimer la précision des résultats d’une simulation
[9]. Controler si la fonction de répartition de la variable aléatoire (0.2) est suf-
fisamment proche d’une loi normale suppose la détermination d’une borne du type
Berry-Esséen et la connaissance de la vitesse de convergence de sa variance vers
la variance asymptotique. Dans sa thése [39], B. Mann obtient une expression
explicite, pour tout n, d’'une borne du type Berry-Esséen dans le contexte d’une
chalne de Markov a espace d’états dénombrable satisfaisant la condition de mélange
suivante :

sup{ [ PSll«/If |2, 7f =0.f #0} <1.

La technique employée par B. Mann dérive également de la théorie des perturba-
tions, mais n’utilise pas les outils de [34], contrairement & ce que nous proposons
dans ces deux chapitres.

Enfin, dans le chapitre 6, les bornes du type Chernoff obtenues aux chapitres
2 et 3 sont étendues aux processus markoviens et aux chaines de Markov dont
I'espace d’états est quelconque. Pour cela, le générateur infinitésimal et le noyau
markovien associés respectivement au processus et a la chaine de Markov devront
avoir respectivement 0 et 1 comme valeur propre simple isolée.

Les chapitres sont divisés en sections et les sections en sous-sections; par
exemple, la premiere sous-section de la quatrieme section du premier chapitre est
référencée par §4.1 dans le premier chapitre, et par 1-§4.1 dans les autres cha-
pitres. Les théoremes, propositions, corollaires, lemmes et équations sont numérotés
a lintérieur de chaque section. Par exemple, 'expression lemme 3-(1.1) réfere au
lemme 1.1 du chapitre 3; il sera repéré simplement par lemme 1.1 & Uintérieur du
chapitre 3.
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Espace d’états fini






CHAPITRE 1

Perturbation des opérateurs linéaires en
dimension finie

Ce chapitre synthétise les résultats de la théorie des perturbations des opérateurs
linéaires en dimension finie ; résultats qui seront utilisés dans les chapitres ultérieurs.
Cette théorie, créée par L. Rayleigh et E. Schrodinger pour des questions de phy-
sique théorique, a été principalement développée par F. Rellich. Le résultat principal
de F. Rellich peut se formuler de la fagon suivante. Soit 7'(x) un opérateur borné
autoadjoint dans un espace de Hilbert H (non nécessairement de dimension finie),
analytique en le parametre réel x. T(x) admet donc le développement en série
convergente (pour |x| assez petit)

T(x)=T+ YT 42T 4 ...

Supposons que l'opérateur non perturbé T' = T'(0) posseéde une valeur propre A
isolée du reste du spectre de T' et de multiplicité m. Alors, T'(x) posséde exacte-
ment m valeurs propres u;(x),j = 1,--- ,m (non nécessairement distinctes) dans le
voisinage de A, pour |x| suffisamment petit. De plus, ces valeurs propres admettent
chacune un développement en série convergente

2 (2)

1
)+x I N

i () = A+ xi
Les résultats présentés ici ne seront pas démontrés. Ils proviennent en grande
majorité de [34], ou figurent les démonstrations. La méthode utilisée s’appuie sur
I’étude de la résolvante comme fonction analytique, et en particulier sur I’expression
des projecteurs propres comme intégrale complexe, sur un certain contour, de la
résolvante. Ceci est la méthode la plus rapide, pour obtenir des résultats généraux
aussi bien que pour en déduire diverses estimations sur les rayons de convergence
et les coefficients des développements en série des valeurs propres perturbées.

1. Valeurs propres et résolvante

Nous ne considérerons que des opérateurs linéaires définis et & valeurs sur des
espaces vectoriels complexes, normés et de dimension finie. Par conséquent, ces
opérateurs ont une représentation matricielle finie et toutes les normes seront équi-
valentes. Cependant, la norme utilisée pour 'opérateur T sera généralement définie
par

7] = sup |[Tull
flull=1

La norme d’un opérateur est donc déterminée en fonction des normes adoptées
sur X et Y, celles-ci étant généralement de la forme

/
lullp = (S leP) " =12
J

e = max ¢,

ou les &; sont les coordonnées de u sur une base fixée a priori.

3



4 1. PERTURBATION DES OPERATEURS LINEAIRES EN DIMENSION FINIE

Soit T" un endomorphisme sur un espace vectoriel X de dimension finie. Le
spectre de T est I’ensemble des A € C tels que 'opérateur T" — Al ne soit pas
inversible ; il sera noté X(T'). Le complémentaire de ¥(T") dans €' est appelé ensemble
résolvant et noté P(T). Pour ¢ € P(T), 'opérateur R(¢) = (T — ()~ est appelé la
résolvante de T'. Les seuls points singuliers de R({) sont les valeurs propres de T" et
lim¢ o0 R(¢) = 0. Signalons également que la résolvante R(() de T admet comme
seules valeurs propres :

=07 A eX(T).
La résolvante vérifie I’équation suivante, dite équation résolvante

(1.1) R(C1) — R(¢2) = (C1 — C2)R(C1)R(C2)-

Elle implique en particulier que R(¢;) et R((2) commutent, et la relation :

R(¢) =[1— (¢ — Co)R(Co)] " R(Co)-
La résolvante possede donc un développement en série, dite premiere série de Neu-
mann pour la résolvante, de la forme suivante :
oo
(1.2) R(¢) =Y (¢ = Go)"R(Go)™,
n=0

cette série étant absolument convergente si

¢ = Gol < IR(G)II7H
Donc R(() est analytique en ¢ (au sens ou chaque coordonnée de R({) est ana-
lytique). Le rayon de convergence de cette série est donné par 1/spr(R((p)) =
(i o0 [|R(Go)™|I/™) .
Pour ¢ grand, R(() peut s’écrire

(13) R(Q)=—¢H1-¢IT) ==y ¢,
n=0

la série convergeant si et seulement si |(| > spr(T), d’ou 'holomorphie de la
résolvante a l'infini.

Le spectre de T n’est jamais vide, il contient au moins une valeur propre, car
autrement sa résolvante serait une fonction entiere tendant vers zéro pour ¢ — oo,
et, par le théoréme de Liouville, nous aurions R(¢) = 0, ce qui serait en contradiction
avec I = (T — ¢)R((). En fait, chaque valeur propre est un pole de la fonction
analytique R((), et spr(T) coincide avec la plus grande (en module) des valeurs
propres de T.

2. Points singuliers de la résolvante et décomposition canonique d’un
opérateur

Pour chaque A\ € X(T), il existe une décomposition unique de Iespace X en
somme directe
X =N\&®F\
telle que
— Larestriction Dy de 'opérateur T—\ a I’espace N est un opérateur nilpotent
(i.e. il existe un entier k() tel que Dl)\c()‘) =0)

— Le projecteur P, sur N est appelé projecteur propre associé a la valeur
propre A. La dimension de m(\) = dim(Ny) est appelée multiplicité algébrique
de A. C’est aussi la multiplicité de A comme racine du polynoéme caractéristique
det(T" — X). D’autre part, k(A) < m(A).

— La restriction de T'— X au sous-espace F) est inversible; son inverse S) est
appelée la résolvante réduite de T associée a la valeur propre A.



2. DECOMPOSITION CANONIQUE D’'UN OPERATEUR 5

— Le sous-espace E) := Ker(T — \) est inclus dans Ny et sa dimension est
appelée multiplicité géométrique de A. Si A est semi-simple (i.e. Dy = 0),
alors Ny = FE).

— Si p # A est également une valeur propre de 7', alors N, C Fj.

Les points singuliers de la résolvante sont exactement les valeurs propres de
T, d’ou le développement de la résolvante en série de Laurent autour d’une valeur
propre A,

(21) RO =-(C-NTP =S (- NTTIDY (¢ - s
n=1 n=0

Notons Ap,h = 1,---s les valeurs propres de T et, pour simplifier, les opérateurs
Py, , Dy, , S, respectivement par P, Dy, S,. Nous avons alors les relations sui-
vantes :

(22) Pth = DkPh = 5thh; PhSh = ShPh = 0, Dth = 0, h 75 k
et
S
(2.3) Py Py, = 0P, Z P,=1, P, T=TP,.
h=1

Les opérateurs P, D;, et S, peuvent se calculer par une intégrale complexe
sur un contour I';, positivement orienté, entourant A, et excluant toutes les autres
valeurs propres :

1
Pr=—-5_ . R(¢)d¢
1
Du =g [ €= MmREQac
Sh=—5 [ €= MR
™ Ty,

Pour tout h, A, étant un podle d’ordre inférieur a my, la résolvante est une
fonction méromorphe en (. Elle est réguliere a Uinfini, d’ou sa décomposition en
éléments simples [35][T.1] :

(24) RO ==Y [ =M = 30 (€= w1,
h=1 n=1

Ces résultats conduisent a la forme canonique d’un opérateur T. En effet, soient
My, les sous-espaces P, X, h=1,---,s. Nous avons

X=M& - & M,.

M, est appelé sous-espace propre algébrique pour la valeur propre A\, de T et
my, = dim(M},) la multiplicité algébrique de Aj. Les relations

(2.5) TP, = P,T =P, TP, =M,P,+Dy, h=1---,5,

montrent que la restriction Ty, de 'opérateur T au sous-espace M), s’exprime
comme la somme de l'opérateur scalaire A\, et de la restriction a M}, de 'opérateur
nilpotent Dj,. T, a donc une et une seule valeur propre );. Par addition des s
équations (2.5) et d’apres (2.3), nous obtenons

(2.6) T=S5+D



6 1. PERTURBATION DES OPERATEURS LINEAIRES EN DIMENSION FINIE

S=> Py
h

D=> "D,
h

D est nilpotent, D™ = 3" D} = 0 pour n > max my, et (2.2) montre que D commute
avec S. L’équation (2.6) exprime que tout endomorphisme T peut étre décomposé
en la somme d’un opérateur diagonalisable S (A, # Ag si h # k) et d’un opérateur
nilpotent D qui commute avec S. Cette décomposition s’appelle la représentation
spectrale de T. On démontre qu’elle est unique [34][§1.5.4].

3. Opérateurs hermitiens et principe du minmax

Les valeurs propres d’un opérateur T seront notées i, fto, - , N, aVec j; =
S = g = AL Mg+l = 0 = Mmy4+me = A2, -, ce qui revient a répéter chaque
valeur propre un nombre de fois égal a leur multiplicité algébrique.

Considérons un opérateur 7" hermitien (c.-a-d. T* = T'). Il ne posséde que des
valeurs propres réelles, que nous classerons dans ’ordre croissant

(3.1) 1 < p2cc- S PN

Cet opérateur est diagonalisable, plus précisément il existe une matrice unitaire
U (c-a-d. U* = UY) telle que T = Udiag(u;)U*. Une propriété importante des
opérateurs hermitiens est la suivante [34][§1.6.6]

17"z =117z dot sprT = max(|A;]) = [Tl

La norme ||.||2 est présentement utilisée, car la notion d’opérateur hermitien est liée
a celle de produit scalaire et donc & la 2-norme sur X. En fait, ce résultat est vrai
pour une classe plus générale d’opérateurs, a savoir les opérateurs normaux, c.-a-d.
vérifiant

T =TT".
Il est possible d’en déduire que si T est normal, alors
1ROz = 1/ min |¢ — Ax|
Soit A une valeur propre d’un opérateur T hermitien, et u un vecteur propre
associé, alors u*Tu = A\u*u d’ol1, comme u est non nul :
u* Au

u*u

A=

Le terme de droite est appelé quotient de Rayleigh.

THEOREME 3.1. Soit u # 0, alors

*

uwTu

(3.2) p1 < < BN

u*u

DEMONSTRATION. Soient (¢;) une base orthonormée de X formées de vecteurs
propres de T et (&) les coordonnées du vecteur u sur cette base. Alors

u Ty _ Zl |§|2Ni
u*u [Jull

)

et (3.1) donne le résultat. O
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Appliquons le théoreme aux vecteurs ¢ et ¢,, pour obtenir ’expression de pi;
et un en termes d’extrema du facteur de Rayleigh

w*Tu u*Tu

[1 = min <
u#0 u*u u#0 u*u

Une expression identique peut étre trouvée pour les autres valeurs propres, en
faisant varier u dans certains sous-espaces de X [34][§1.6.10].

THEOREME 3.2. Soit un opérateur hermitien T de valeurs propres ordonnées
w1 < pgeer < . Alors

. u*Tu

[i = min max
dim(M)=iueM u*u

u#0

ot M est un sous-espace vectoriel de X.
Ce théoreme a deux applications importantes.

THEOREME 3.3. Si S et T sont des opérateurs hermitiens tels que S <T (c.-
a-d. u*Su < u*Tu pour tout u), alors les valeurs propres de S ne sont pas plus
grandes que les valeurs propres de T de méme rang, soit :

pilS] < ps[T] i=1,---N.
ot u;[T] représente la n-iéme valeur propre de T dans l’ordre croissant.
THEOREME 3.4. Soient les opérateurs hermitiens A, B et C = A+ B, alors
il Al + pa[B] < wiC] < pilA] + pn[B] (i=1,---,N)

En particulier, si B est un opérateur de rang 1, alors il posséde une unique
valeur propre 3 (non nulle) et le théoréme précédent montre que les valeurs propres
de A sont décalées d’'une quantité comprise entre zéro et 8. Ce résultat ne suppose
pas la perturbation B ”petite”.

4. Perturbations analytiques des valeurs propres

Intéressons-nous maintenant aux valeurs propres et vecteurs propres d’un opérateur
linéaire T', défini sur un espace X de dimension finie, modifié par une ”petite” per-
turbation. Pour cela nous considérerons la famille d’opérateurs T'(x) définie par

ol x est un nombre complexe petit (en module). De plus, nous supposerons que
T'(x) est analytique sur un domaine Dy du plan complexe. Les valeurs propres de
T'(x) sont les solutions de 1’équation caractéristique

(4.2) det(T(x) — A) = 0,

équation algébrique en A\ de degré N = dim(X) dont les coefficients sont des fonc-
tions analytique en y.

Selon la théorie des fonctions algébriques [35][T.2 p.121], les racines de (4.2)
forment alors des branches de fonctions analytiques. Comme par la suite, nous
n’appliquerons cette théorie qu’au cas d'une valeur propre de T simple, nous ne
considérerons que ce cas. Ainsi, pour une pertubation suffisamment petite, la valeur
propre perturbée sera une fonction analytique de x. En effet, nous avons le théoréeme
suivant :

THEOREME 4.1. Soit A une valeur propre simple de T. Alors il existe 5y > 0
tel que pour tout |x| < dx, T(x) admette une valeur propre simple A(x) définie par
la série convergente

Ax) = A+ YA 4 2A@) 4

La fonction x — A(x) est une fonction analytique dans le domaine |x| < dy.
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DEMONSTRATION. A(x) est une racine du polynome caractéristique

det(T(x) — ¢I) = (=1)N¢N + pvo1 (O 4+ po(x) =0,

ot les pn_;(x) sont des fonctions analytiques en x. L’application ® de CxC' — C qui
a (x, ¢) associe det(T'(x) —CI) est analytique. D’autre part, ®(0, \) = 0 et \ est une
valeur propre simple de 7" d’out ®;(0,A) # 0. Le théoreme des fonctions implicites
garantit l'existence d’un voisinage de zéro et d’une unique fonction analytique A(-),
définie sur ce voisinage, telle que A(0) = X et ®(x, A(x)) = 0. Il suffit alors de choisir
0, tel que le disque ouvert de centre 0 et de rayon J, soit inclus dans le voisinage
de définition de A(+). O

4.1. Perturbation de la résolvante et des projecteurs propres. La
résolvante

(4.3) R(¢,x) = (T(x)=¢)~!

est définie pour tout ¢ différent d’une valeur propre de T'(), et est méromorphe en
¢ pour tout y fixé dans Dy.

THEOREME 4.2. R((,x) est une fonction analytique des deuz variables ¢ et x
dans chaque domaine ou ¢ est différent d’une valeur propre de T(x).

Nous pouvons alors développer la résolvante en double série entiere, que nous
écrirons sous la forme suivante, dite seconde série de Neumann pour la résolvante :

R(¢,x) = R(O[1+ AR

0
(4.4) = R(O)+ > _x"R™(0),

oW AX)=T(x)-T=>,2, XM,
Cette série est convergente si [|A(x)R(¢)|| < 1. Ceci sera vérifié si en particulier

(4.5) D IXMIT™REQ)I < 1.
n=1

Soit r(¢) la valeur de |x| telle que le membre de gauche de (4.5) soit égal & 1. Alors
I'inégalité (4.5) est satisfaite des que |x| < r(¢).

Soient A une valeur propre simple de 7" et I' un cercle centré sur J, inclus
dans lensemble résolvant P(T) et ne contenant aucune autre valeur propre de T.
La série (4.5) converge uniformément pour |x| < r(¢) et ¢ € T'. L’existence de la
résolvante R((, x) de T'(x) implique qu'’il n’y a pas de valeur propre de T'(x) sur I.
L’opérateur

1
(16) PO) = ~5 [ B0
est un projecteur égal a la somme des projecteurs propres associés a toutes les
valeurs propres de T'(x) situées dans le domaine délimité par I". En particulier,

P(0) coincide avec le projecteur propre de T' associé a A. En intégrant terme-a-
terme (4.4), nous obtenons

(4.7) P(x) =P+ i X" PM),

n=1
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ot les coefficients P(™ s’expriment par

1
n) — __— (n)
P 27Ti/FR (¢)d¢

(4.8) - _ Z(_l)P Z ST gk) . glkp) prp) glhp1)
p=1 Vit trp=n
ki+-+kpr1=p
VjZijZO
avec

SO =_p s =g" n>1,
S désignant la valeur en ( = A de la résolvante réduite de T. Par exemple,
PY = _prMWg _ sTWP,
(4.9) P® =_pr@s_sr@p prsTMg 4 s7MprM s
+STWSsTM P — pTOPTMWS2 _ prWs2rMp _ g271) prM p,
La série (4.7) est uniformément convergente pour tout ¢ € I si

(4.10) x| < 7o = min ().

Le résultat important démontrée dans [34][p.68] est que pour |x| suffisamment
petit,
dim(ImP(x)) = dim(ImP(0)) =1,
ce qui signifie que seule la valeur propre de T'(), située & l'intérieur de T, est la
valeur propre perturbée A(x) issue de A. P(x) est donc le projecteur propre de T'(x)
pour la valeur propre A(x).

4.2. Développement en série des valeurs propres perturbées. Soient
A, une valeur propre simple de I'opérateur non perturbé 7' = T'(0) et P le projecteur
propre associé (opérateur nilpotent D est nul par hypothese). Les relations (4.6)
et
(T(x) = MR, x) =1+ (¢ = AR(C,x)

conduisent a l’expression suivante :

1

(T00) = NPO) = =5 | (6= ME(Gx)dC.

™ Jr
En remplacant la résolvante dans 'intégrale par son développement en série (4.4),
et comme (7' — A\)P = 0, nous obtenons le développement en série suivant :

(4.11) (T() ~ VPO =+ 3 T,
n=1

ou
n

TM) — _ Z(_l)P Z Sk ) glks) .. glkp) p(vp) gkp+1)

p=1 vit+-trp=n
kit +kpr1=p—1
vy Zl,kj ZO
Par exemple,
TW = prMP,
7@ = pr@p - prWprMs - prOSTOP _ sTH PO P,
De la série (4.11), nous en déduisons le développement en série de A(y),

(4.12) M) = A+ S A,

n=1
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ou
A = tr(T(”))
(4.13) i Z tr(T700) gk L ) glhe)y,
p:1 p V1+”'+Vp:7l
ki+-+kp=p—1
VjZl,k?j 20

Le passage de la premiére identité a la seconde n’est pas immédiat, il utilise 'ex-
pression suivante de A(x) — A :

AX) — A= —%tr /F log[l + (i X”T("))R(g)} dc.

Pour la preuve, se reporter & [34][§IL.2]. En outre, la relation tr(AB) = tr(BA)
permet de simplifier les expressions obtenues. Par exemple,

AV = (7™ p)
A?) = tr[T7®p - 7M7) P
La série (4.13) converge si la condition (4.10) est vérifiée. Pour estimer les

coefficients A(™)| nous utilisons le fait que, deés que (4.10) est vraie, la valeur propre
A(x) se situe dans le domaine convexe délimité par la courbe I'. En posant

= —A7
p rgggl( |

nous voyons que A(x) — A est analytique et bornée par p. Il s’ensuit, par application
des inégalités de Cauchy sur les coefficients du développement en série de Taylor,
que

(4.14) A <prg™ n=1,2,--
REMARQUE 4.3. Si T(x) est linéaire, c.-a-d. si T(™ = 0 pour n > 2, alors

AM = (7 pe=D)),

4.3. Méthode de la série majorante. Une autre méthode d’estimation des
coefficients et du rayon de convergence du développement en série de A(x) — A
consiste & introduire une fonction ®(¢ — A, x), dont chaque coefficient ¢, du
développement en série double

“+o0 ]

DC-Ax) = >, D aral(=NF

k=—ocon=1

majore les coefficients respectifs du développement en série de I'opérateur
o0
R(¢) = Y x"T™R(Q),
n=1

utilisé dans I’étude des valeurs propres perturbées. Les inégalités désirées s’obtien-
nent & partir du développement (2.1) de R((). Elles s’expriment de la fagon suivante,
ou nous avons noté A, Py, Dy, Sy, respectivement A\, P, D, S :

HT(n)Dk” < C_k—1,n, ||T(n)P|| < C—1,n,
IT™S*| < cp1m, k>0.
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La construction de cette fonction ® nous fournit directement la majoration

I X"T™M R < ®(I¢ = Al X))

n=1

Ainsi, la série (4.4) sera convergente si ®(]¢ — Al,|x|) < 1. Nous appelerons cette
fonction @, fonction ou série majorante de 'opérateur A(x)R(¢) [34][p. 89] et nous
noterons

A R(C) < (¢ — A, x).

Nous supposerons dans la suite que ¢, = 0 pour k¥ < —m, m étant la multipli-
cité de la valeur propre A. Ainsi, ®(z,x) a un seul pole en z = 0; ceci est toujours
possible du fait que D™ = 0. Considérons maintenant une valeur propre A simple et
choisissons comme courbe T, le cercle | — A| = p. Il est alors possible d’obtenir une
borne inférieure r du rayon de convergence des développements en série de P(x) et
de A(x) en calculant la plus petite racine positive de I’équation

O(p,r) = 1.

Il conviendra de choisir p pour obtenir la plus grande valeur possible de 7.

A partir de la série majorante ®, il est possible de construire une série majorante
pour A(x) — A, permettant ainsi d’obtenir une majoration des coefficients A(™). Une
telle série est donnée par [34][p. 90]

1

(4.15) YO=g7 )

- log‘(l —o(¢— )\,X))dg.
La complexité apparente de cette formule se simplifie grace a un théoreme d’analyse
complexe exprimant (4.15) comme la somme des zéros moins la somme des pdles de
la fonction z — 1 — ®(z, x) contenus dans le domaine délimité par le cercle |z| = p.
Mais le seul pole de cette fonction est en z = 0, et il ne contribue pas a la valeur
de ’expression.

A titre d’exemple, calculons les fonctions ® et ¥ dans le cas particulier d’une
valeur propre simple, en s’inspirant de la démarche employée dans ’exemple 3.3 de
[34][p. 90]. Pour cela nous supposerons que

(4.16) T <ac®™t, n=1,2,---;

ces constantes existent toujours en raison de la condition de convergence de (4.1).
D’autre part, pour tout « réel, S¥*! = §(S — aP)*, car SP = PS = 0. Ainsi, nous
pouvons poser

¢t = ac"V|[P| = ac"1p,
Cen = ac [S]S — aP||* := ac* s,

les autres coefficients étant nuls du fait que D = 0. Par un calcul simple, il vient

o 2 ()

1—cy PR
apx 1
(0 =12 T R [(1—ex) — ax(q +ps) — )]
2
apx 2aq
— apx + + )
XTI "oy (C (1—ex) —ax(g +ps) + Q(X))

ou

{11 = ex) — ax(a + ps)]> — da>x?pgs} /"

=
-
I
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Pour obtenir le rayon de convergence, remarquons que ¥(x) a un développement
en série convergent si Q(x) > 0. r est donc solution de 1’équation Q(r) =0 et p se
calcule en résolvant ®(p,r) = 1. Ceci conduit aux expressions suivantes :

(4.17) r= [c+ a(y/ps + \/6)2]_1

(4.18) p=p"2sV2 [ ps + /g "
Notons que p < 571 = ||S—aP||~! < d, olt d est la distance de A aux autres valeurs

propres A\ de T. L’expression obtenue pour ¥(x) permet en particulier d’obtenir
la majoration suivante :

2 2aq
Aly) — A — yA(D| < 4PX (c - )
IA(X) R ey (1—cx) — ax(q +ps) + Qx)

apx? - q\/?
1—cr r(ps)t/2 )’

Dans le cas particulier d’une perturbation linéaire, les formules figurant au §11.3
de [34] se retrouvent facilement & partir des formules ci-dessus. Pour cela, il suffit

dans un premier temps de poser ¢ = 0, puis dans un second temps de remplacer p
et g par

IN

IN

p=|TVP|,  q=|TWs],

ce qui implique que a = 1.

4.4. Estimation des vecteurs propres. Nous aurons besoin dans les cha-
pitres ultérieurs d’estimer un vecteur propre de T'(x) associé & la valeur propre
simple A(x). Comme les vecteurs propres ne sont pas uniquement déterminés, il
ne sera pas possible d’obtenir une formule générale en fonction de x. Dans le cas
m = 1, le choix le plus adéquat du vecteur propre ¢(x) de T'(x), associé a la valeur
propre A(x), est donné par

(4.19) e(x) = (P()e, )" P(X)e,

ol ¢ est le vecteur propre de T' pour la valeur propre A et ¢ est le vecteur propre
de T* pour la valeur propre A normalisé par (p,1) = 1. Ainsi,

Py =1, P*p =1, (p,9) = 1.

Le choix de la constante de normalisation dans (4.19) est équivalent & chacune des
conditions de normalisation suivante :

(4.20) (), 9) =1, () =9, ) =0, Plex) —») = 0.
La relation (T'(x) — A(x))¢(x) = 0 peut s’écrire
(4.21) (T = M) = #) + (Al = Alx) + N (x) =0,

ou A(x) = T(x) — T. Multiplions (4.21) & gauche par S et utilisons les relations
S(T — X) = I et (4.20), nous obtenons

(4.22) e(x) — ¢+ S[AX) — A(x) + Al p(x) = 0.

Notons en outre que Sy = 0, d’out en écrivant p(x) = ¢(x) — ¢ + ¢ dans le dernier
terme de (4.22), nous obtenons

e(x) = = —(I+S[A(x) = AMx) + Al) T SA()e

(4.23) — —S[T+A()S — (Mx) = NS AN

Une série majorante pour ¢(x) — ¢ se déduit aisément de (4.23) :

(4.24) () — o < |1S](1 = Da(x) — 1S (x)) " s(x),
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ot Po(x) et P3(y) sont respectivement des séries majorantes pour A(x)S et A(x)e,
alors que ¥(x) est une série majorante pour A(x) — .

Le cas d’une perturbation linéaire est traité en détail dans [34][§I1.3]. II suffit
de prendre

() = XITVS| ==xa,  ®s3(x) = xITP .
Nous obtenons ainsi
2xs|TWe||
1— (ps+q)x + {(1 = (ps + q)x)? — 4pasy?}"/?

(4.25) px) —p <

ol

s=|Isll,  p=ITVP|,  g=|TWS].
Pour |x| < r, ol r est donné par (4.17) (avec a =1 et ¢ = 0), nous en déduisons la
majoration suivante

< S 1/2 1/2 2 7
(4.26) le(x) — eIl < Ix| 5 ((ps)/" + ¢ 1T ]|
(pgs)Y/

4.5. Le cas d’un opérateur normal. Supposons dans cette partie que X
est un espace de Hilbert et que lopérateur T est normal. Alors la résolvante R(()
est également normale, d’ou, pour tout ¢ € P(T),

(4.27) [R(O)I = 1/dist(¢, X(T)).
Supposons également que les T(") satisfassent les inégalités (4.16), alors (4.5) est
satisfait si |x| < (a||R(C)|| +¢)~" . Ainsi nous pouvons prendre

1

ro = min(al ROl +¢) .

Si nous choisissons pour T, le cercle centré en A de rayon d/2, ou d est la distance
de X au reste du spectre de T, alors nous obtenons d’apres (4.27),

(4.28) ro = (%a + c)_l.

D’autre part, la résolvante réduite S de T pour la valeur propre (simple) A
est également un opérateur normal et ||S]| = 1/d. Les séries majorantes obtenues
précédemment se simplifient dans le cas considéré. En effet, en tenant compte du
fait que || P|| = 1, il suffit de choisir

p=TY=0a, qg=a/d, s=1/d.

La série majorante (4.25) devient

2| TMoll/d
SO(X)780<<1_2017X _ml/g
7+ =)

TOW || & 1/2 a\""
(129) EGE S (12 Yo ()
Nous pouvons obtenir une majoration de la norme des coefficients du développement
en série p(x) — ¢ = 3. x"p™, & savoir :
oM < 17Dl /d, le® | < 2 TWeplla/d?,
le@ | < 5l TWella/d%, @] < 14TV p||a®/d*.

(o2) =

L’inégalité
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permet d’obtenir une formule générale :

2|TWel [4a\" "
4.30 My <22 (= .
( ) le™ 1l < (n+1)d \ d

5. Compléments

Lorsque la multiplicité m de la valeur propre A de T est supérieure a 1, une
perturbation analytique de T, aussi petite soit-elle, peut conduire a une séparation
de A en m valeurs propres perturbées distinctes. Cependant, ces valeurs propres
perturbées issues de A\ constituent des branches d’une ou de plusieurs fonctions
analytiques multiformes. En effet, les valeurs propres perturbées sont les racines du
polynéme caractéristique de T'(x) ; polynéme dont les coefficients sont des fonctions
de x analytiques dans un domaine Djy. Supposons dans un premier temps que
ces coefficients soient des polynomes en y (ou des fonctions méromorphes). Nous
sommes alors conduits & la théorie des fonctions algébriques [35], qui stipule que
les zéros d’un polynome irréductible de degré n constant,

P(x,2) = ao(X)z" + a1 (x)z" " + -+ + an(x)

forment une fonction analytique multiforme. Plus précisément, le polynéme étant
irréductible, son discrimant n’est pas identiquement nul ; par conséquent, dans tout
compact, il existe un nombre fini de points, dénommés critiques, annulant ce discri-
mant. En dehors de ces points, P(x, z) admet n zéros distincts, fonctions analytiques
en x. Le comportement des zéros autour d’un point critique est plus compliqué. La
théorie des fonctions algébriques construit une surface de Riemann compacte (en
considérant le point critique co) sur laquelle les zéros constituent une fonction ana-
lytique. Le nombre de feuillets au-dessus d’un point non critique est constant et
égal 4 n [24]. Au-dessus d’un point critique xo, les zéros se séparent en [(1 <1 < n)
cycles centrés en A(xo), le nombre d’éléments de chaque cycle étant appelé période
du cycle. La surface de Riemann correspondante présente alors [ feuillets au-dessus
de ce point critique. Le point a l'infini est étudié par le changement de variable z
en 1/z, ou grace a la formule de Riemann-Hurwitz [24][p. 140]. D’autre part, au
voisinage de ce point, chaque zéro appartenant a un cycle de période p admet un
développement en série de Puiseux

An(x) = AMxo) + 1w (x — x0) /P + agw(x — x0)P 4+, h=1,---,p—1,

ol w = exp(2mi/p).

Revenons maintenant au cas d’une perturbation analytique de T', le polynoéme
caractéristique admettant pour coefficients, des fonctions analytiques dans un do-
maine Dy. Les zéros du polyndéme caractéristique ne constituent plus une fonction
algébrique, mais une fonction dite algébroidale, dont les propriétés sont localement
similaires & celles d’une fonction algébrique [4]. Enfin, le polynéme caractéristique
n’étant pas nécessairement irréductible, nous aurons en fait plusieurs fonctions
algébroidales, i.e. les valeurs propres de T'() constituent une ou plusieurs branches
d’une ou plusieurs fonctions analytiques multiformes, n’ayant que des singularités
algébriques dans Dy.

Obtenir une estimation d’une valeur propre multiple perturbée comme dans le
cas d’une valeur propre simple n’est plus possible. Néanmoins la méme démarche
permet d’obtenir une estimation de la moyenne pondérée m~Tr(T(x)P(x)) des
valeurs propres issues d’une méme valeur propre A de T de multiplicité m [34].

Les perturbations étudiées dans [34] sont du type analytique; elles permettent
d’obtenir des développements en série. J. H. Wilkinson, dans [51], traite des per-
turbations du type A = B + C, ou B est la matrice non perturbée et C' la matrice
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perturbatrice ; les estimations sont alors moins précises sauf, lorsque les matrices
présentent certaines caractéristiques.






CHAPITRE 2

Processus de Markov

Considérons un processus de Markov irréductible, d’espace d’états G fini, dont
I'unique probabilité invariante sera notée 7. Soit une fonction réelle f définie sur G ;
la loi faible des grands nombres stipule que pour toute mesure initiale ¢, ¢! fg f(Xs)ds
converge p.s. vers la moyenne de 7f =) _ m(z)f(x). Ce résultat est & la base des
méthodes de simulation en vue de ’évaluation de la moyenne de la fonction f. L’ob-
jectif de ce chapitre sera de quantifier la vitesse de convergence de ce terme vers la
moyenne de f, en établissant une majoration exponentielle de la quantité

P, [1 / CF(Xa)ds 7],

ou P, désigne la mesure du processus de mesure initiale g, et la déviation 7y est en
général un nombre assez petit, de 'ordre de 7 f/10, ou 7 f/100.

Ce travail est motivé par I’éventuelle utilisation de telles bornes pour le controle
de convergence des simulations. Cette utilisation sera d’autant plus utile que les
termes figurant dans ces bornes seront précis et relativement faciles & calculer. La
méthode utilisée, pour atteindre ce but, s’appuie sur la théorie des perturbations des
opérateurs linéaires. Celle-ci fut employée pour la premiére fois par Nagaev [42, 43]
dans I’étude de certains théoremes limites pour les chaines de Markov vérifiant une
condition de Doeblin. Nous avons suivi pour notre part, I’approche utilisée par D.
Gillman dans [26]; approche basée sur la théorie développée par Kato dans [34].
Signalons que I. H. Dinwoodie [16] a amélioré le résultat obtenu initialement par
D. Gillman, mais en adaptant une technique de Rellich. A la différence des travaux
précédents, 1'utilisation des outils figurant dans [34] permet d’obtenir des bornes
suffisamment précises pour faire ressortir un comportement Gaussien, pour les pe-
tites valeurs de v, et un comportement Poissonien, pour les grandes valeurs de
.

L’utilisation des perturbations s’avere fructueuse pour ce type de probléeme,
puisque par une démarche adaptée de celle de I. H. Dinwoodie [16], B. Mann [39]
a obtenue une borne du type Berry-Esséen pour les chaines de Markov a espace
d’états dénombrables. Ce type de borne sera également étudié dans ce chapitre a
partir de la démarche développée dans [34]. Le choix délibéré d’aborder 1’étude des
processus markoviens, préalablement a celle des chaines de Markov, tient a la plus
grande simplicité de la démarche, due a ’absence de périodicité du processus.

1. Borne du type Chernoff

Conformément & la terminologie employée dans [41], nous désignerons par
chaine de Markov une suite de variables aléatoires X = {X,, : n € T}, satisfaisant &
la propriété de Markov, et telle que T soit dénombrable, en particulier T'= IN. Le
terme de processus markovien sera réservé au cas ou 7' est non dénombrable, par
exemple lorsque 7' = IR.. Soit (X;, ¢ € IR ) un processus de Markov d’espace d’états
G fini de cardinal N. Nous supposerons ce processus irréductible et désignerons le
semi-groupe associé par P, = exp(—At). Le processus de Markov, étant irréductible,
admet une unique probabilité invariante 7 ; il sera alors naturel de travailler dans

17
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I'espace de Hilbert £2(7) muni du produit scalaire
(f,9) = f(@)g(a)m(x).
zeG
L’opérateur associé a P; agit sur £2(r) de la facon suivante
P f(x):= Y Pilx,y)f(y).
yeG

Cet opérateur admet 1 comme valeur propre simple et le projecteur propre associé
est l'opérateur 7 défini par

nf =Y (@) f(x) = Ex(f).

7 est également le projecteur propre de A associé a la valeur propre nulle. Nous
désignerons par A* 'adjoint de A dans ¢2(7).

Soit f : G — R une fonction de moyenne nulle, telle que sup, |f(x)] < 1 et
I£1I? < b2, ol b est une constante positive inférieure & 1. Nous allons démontrer le
théoréme suivant ou la constante N, désignera la norme dans ¢2(r) de la densité
de la mesure initiale ¢ par rapport & la probabilité invariante m, soit N, = |l¢/7|| :

THEOREME 1.1. Soient (P, ), un noyau markovien irréductible défini sur un
espace d’états fini et —A son générateur infinitésimal. Soit f : G — R telle que
7nf =0, sup, |f(z)] <1 et 0 < ||f]|? < b2 Alors pour toute distribution initiale g,
tout t > 0 et tout 0 <y <1,

72)\115 :|

(1.1) P, [1 /Ot f(Xs)ds > 7} < Ny exp [_41)2(1 + h(4y/b?))

ot A\ est la plus petite valeur propre non nulle de (A + A*)/2 et

h(z) = %(\/1 +a—(1-2/2).

En particulier si v < b%/2,

1/t VAt 27
P, L/o f(Xs)ds > ’y} < quxp[— e (1 - bz)],

et siy > b%/2,

t
Pq[i/o f(Xs)dsZV} Squxp[—ry)élt(l—;i)].

D’autre part pour v < b%, nous obtenons une borne asymptotique de lordre de
N, exp [—72/\125/(41)2)} .

REMARQUE 1.2. Pour v > 1, la probabilité de déviation est nulle, ce qui permet
de se restreindre au cas 0 < v < 1. D’autre part le théoreme 1.1 appliqué a la
fonction —f conduit aux mémes conclusions pour I'expression P,[t ! fot f(Xs)ds <
—v]. Ainsi P,[t™} fg f(Xs)ds| > +] est borné par deux fois le terme de droite de
(1.1).

REMARQUE 1.3. Nous pouvons évidemment remplacer le terme b? par 1 dans
l'inégalité (1.1). Nous obtenons alors une majoration indépendante de la variance
de f & savoir

t
P, E/O f(Xs)ds > 'y] < N exp[—'yz)\lt/ll].

La démonstration du théoreme 1.1 s’appuiera sur plusieurs lemmes dont voici
le premier
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LEMME 1.4. Pour toutr > 0

1 t

(1.2) P, [t/ f(Xs)ds > 7] < e " (g/m, exp(— £).1),
0

ot A(r) = A —rD, D désignant l'opérateur multiplicatif défini par

Dg(x) = f(x)g(x).

DEMONSTRATION. Le processus étant & espace d’états fini, nous pouvons le
supposer a trajectoires cadlag. Par conséquent f(X,) est continue par morceaux.
Ceci permet d’exprimer l'intégrale, figurant dans le terme de gauche de (1.2), com-
me une limite de sommes de Riemann :

eee s—hmklZf ).

Fixons alors k, et considérons le noyau markomen discret Py /i. Pour tout r > 0
I'inégalité de Markov donne la majoration suivante :

k k
P, [kl Z f(Xiyr) > 7] <e ™ME, (eXp k! Z(Tt)f(Xit/k))
i=1 i=1

< e*”“’<q/7r, Ptk}k(r).1>,

ot Py, (r)g(x) := Zy Py i (x,y) exp (rtk_lf(y))g(y). Cet opérateur peut s’exprimer
sous la forme suivante :

Py /i (r) = exp(—At/k) exp(rDt/k),

ou D est lopérateur multiplicatif défini dans le lemme 1.4. Le résultat suivant,
valable pour toutes matrices A, B,

k
lim <exp(A/k) exp(B /k)) —exp(A+ B),

nous permet, par passage a la limite et grace au lemme de Fatou, d’obtenir I'inégalité
(1.2) O

LEMME 1.5. Pour tout r > 0,

1 t
(1.3) P, [t/ f(Xs)ds > 7] <N, exp{—t(rv + )\o(r))},
0
ot M\o(r) est la plus petite valeur propre de l'opérateur autoadjoint
A(r) :== (A+A*)/2 —rD.
DEMONSTRATION. Notons P;(r) le semi-groupe (non markovien) engendré par

A(r) et considérons la fonction ¢ définie par ¢(t) = || P:(r).g||>. Nous obtenons, par
dérivation, la relation

(1.4) ¢ (t) = =2(A(r)Py(r).g, Pi(r).9).

L’opérateur A(r) étant autoadjoint, ses valeurs propres sont réelles. Soit Ao(r) la
plus petite ; sa caractérisation extrémale

No(r) = inf{ (A(r)g. 9)/lgl1%, 9 # 0},
conduit & I'inégalité ¢'(t) < —2Xo(r)||P,(r)g||?. La fonction ¢(t)exp(2Xo(r)t) est
donc décroissante et ¢(0) = ||g||?, d’on
|2 ()| < exp(=Xo(r)t).

L’inégalité de Cauchy—Schwarz appliquée a (1.2), et combinée avec le résultat
précédent conduit & l'inégalité (1.3). O
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Nous avons donc ramené notre probleme initial & la détermination d’une mi-
noration de la plus petite valeur propre d’une perturbation linéaire du symétrisé
additif, (A + A*)/2, du générateur du semi-groupe P;.

REMARQUE 1.6. La propriété réciproque est également vraie, a savoir que si
pour toute fonction de moyenne nulle, il existe une constante A > 0 telle que
IPLAIF < e f]], alors

. A+ A*
A< inf (S5 F )/ 11 mf = 0}
11 suffit pour cela de considérer la fonction croissante ¢(t) := || P f]|? exp(2At).

PREUVE DU THEOREME 1.1. D’apres les résultats présentés au §1-4.2, A\o(r)
correspond & la perturbation de la plus petite valeur propre de (A + A*)/2. Par
conséquent, une minoration de Ag(r) peut étre obtenue & partir des estimations
1-(4.13). En particulier, il existe rg tel que pour tout r < rg, Ao(r) admet un
développement en série entiere convergente

Xo(r) = Xo(0) + D AT (=)
n=1

Le rayon de convergence rg s’exprime ici simplement en fonction du trou spectral
de Topérateur (A + A*)/2, défini comme la distance entre Ag(0) = 0 et le reste du
spectre. Si A\; désigne la plus petite valeur propre non nulle de (A + A*)/2, le trou
spectral sera égal & A1, et 19 = A1 /2.

L’opérateur perturbé étant autoadjoint et la perturbation linéaire, les for-
mules 1-(4.13), exprimant les divers coefficients A(™), se simplifient. Nous obtenons

ny _ (=) )
(1.5) Al = - 3 tr(Dz(k ) Dz ka) . ..DZucn)),
ki+-+kp=n—1

ou la somme porte sur tous les n-uplets (ki,--- ,k,) d’entiers positifs ou nuls so-
lutions de I’équation ky + - - - + k,, = n — 1. Rappelons que Z désigne la résolvante
réduite de opérateur (A + A*)/2 pour la valeur propre A\g = 0 et

ARNS— Z® = zk k> 0.

Z n’est autre que l'inverse de (A + A*)/2 sur le sous-espace des fonctions de
moyenne nulle pour la probabilité invariante. Il s’exprime également comme la li-
mite lim¢_,o R(C), ot R(() est la résolvante de l'opérateur (A + A*)/2. Nous en
déduisons I'expression de la restriction de Z aux fonctions de moyenne nulle,

Z:/O exp(—t(A + A*)/2)dt.

En particulier si le processus de Markov est réversible, donc A autoadjoint, alors Z
n’est autre que la matrice fondamentale

(1.6) Z = / P,dt.
0

Définissons sur les n-uplets (k1,--- ,ky,) une relation d’équivalence en posant
que (k1,---,k,) est équivalent & (mq,---,m,) si et seulement si (mq,---,my)
est image de (k1,---,k,) par une permutation circulaire; nous noterons par
[k1,- -, kn] la classe d’équivalence correspondante. La relation tr(AB) = tr(BA)
valable pour toutes matrices A, B implique que la valeur de tr(Ag, --- Ak, ) ne
dépend que de la classe d’équivalence [kq,--- ,k,]. D’autre part les n-uplets so-
lutions de I’équation ki + --- + k, = n — 1 contiennent toujours une composante
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nulle; choisissons comme représentant de la classe d’équivalence [ky,- - , k] le n-
uplet dont la premiere composante est nulle (i.e tel que k3 = 0). Nous pouvons
alors exprimer la relation (1.5) sous la forme suivante :

(1.7) AP = (Y tr(ﬂDZ(knD...DZ(kM)D)
[0,k1,+ skn_1]
(1.8) = (=1t Z <f,Z(k1)D~~~DZ(k"—1)f>,
[0,k1, Jkpn—1]
ou la somme porte sur toutes les classes d’équivalence des n-uplets (kq,--- ,ky,)

solutions de I’équation ki + -+ -k, =n — 1 (d’ou la disparition du facteur n=!). En
particulier, nous obtenons

A =0,

/\(()2) = _<f7 Zf>7
A = (f,(2D2)f),
MY = —(£,(ZD)?Zf) + (f,(Z*DxD2) ).

Dans (1.8), la somme contient des termes nuls; ce sont ceux correspondant aux
classes d’équivalence [0, k1, - - - , kp—2, 0] qui s’expriment sous la forme (f, M7 f) = 0,
ou M est un certain opérateur. Déterminons le nombre de termes non nuls dans
cette somme. Le nombre de solutions de ’équation k1 + - - - k,, = n — 1 telles que m
composantes fixées soient nulles, les autres étant toutes strictement positives, est
(nf;il) ; si 2m > n, alors le n-uplet aura toujours deux zéros adjacents, et pour
2m < n le nombre de possibilités de n’avoir aucun zéro adjacent est égal au nombre
de solutions de I’équation r{ 4+ --- + r,,, = n — m avec r; > 0 pour tout 1 < i < m,
soit (";ﬁ;l) Ce nombre donne en particulier le nombre de possibilités de placer
les m zéros sur le cercle Z /nZ de fagon & n’avoir aucun zéro adjacent, sous la
restriction qu’un zéro est dans une position fixée a priori. Pour avoir le nombre
total de classes d’équivalence, il faut tenir compte des permutations circulaires des
différents m-uplets, soit un nombre total de m_l("fmfl). Le nombre de termes

m—1
non nuls s’exprime donc par la somme suivante

Mz/ﬂl n—m-—1 n—2
m m—1 n—-m-—1)

m=1

En tenant compte de l'identité ||Z]] = 1/A\1, due au fait que Z est un opérateur
autoadjoint, nous obtenons par application de l'inégalité de Cauchy—Schwarz la
majoration suivante de chaque coefficient

(1.9) A < b2y,
ou

3 _21_71“12/2}1 n—m-—1 n—2
" m m—1 n—m-—1/)

m=1

Pour n petit, ces coefficients ont pour valeurs :



22 2. PROCESSUS DE MARKOV
n ﬁn 2n75
2 1/2  =0,5000 | 1/8
3 1/4  =02500 | 1/4
4 1/4  =0,2500| 1/2
) 1/4 = 0,2500 1
6 9/32 = (,2812 2
7| 21/64 =03281 | 4
8 51/128 = 0,3984 8
9 | 127/256 = 0,4961| 16
10 | 323/512 =0,6308 | 32
11 | 835/1024 = 0,8154 | 64
12 | 547/512 =1,0684 | 128

L’estimation (1.9) est & comparer & celle obtenue par application des inégalités 1-
(4.14). Dans Phypothese b2 = 1, celle-ci est meilleure pour seulement les 11 premiers
termes, mais elle présente le mérite de faire apparaitre la variance de f (voir aussi
[34] §I1.3 inégalité (3.66)).

Comme nous le prouverons ci-dessous, les coefficients (3,, satisfont, pour tout
n > 3, & l'inégalité 3, < 2"~°. Ainsi, nous obtenons pour tout r < rg/2 la minora-
tion suivante :

o PM (/ro)® P 2(1_47‘)_1.

No(r) > ——
O(T)_ )\1T 8 1727"/7"0 - )\1

La fonction

b2 9 4\t
A — — 21
r 1 )\lr ( >\1>

atteint son maximum pour

YA < A1
L+4y/0%) 4

b2 (1 + 4v/b2 +

Portant cette valeur dans ’expression (1.3), nous obtenons I'inégalité (1.1). O

PREUVE DE LA MAJORATION DE f(3,. Considérons d’abord le cas n pair; pour
n=2p

1 = 2(p - 1))!
Bap = 22p—1 mZ::O m+1 (m!)2(2(p —1)— Qm)!'

D’apres la double inégalité suivante [22][I1-9.15],
(1.10) V2rn T 2e (12007 < ) < ot l/2emne(12) 7

nous obtenons pour tout k > 1

22k 18 2%k 22k
—€ < < .
vVkr k Vkr

(1.11)
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Par conséquent pour tout p > 2,

1 {W1/261/8 (0 — 112 ”i (2(p — 1))! ! (2(p — 1))!}

B2p < 92p—1 2 2
2 4 m=0 (m')2((p —-1- m)') p ((p - 1)')

(p—DV2 (2(p - 1)\*
2% p—1
2p—4
2 P < 22p 5
m(p—1)Y2 ~

ol nous avons utilisé pour avant-derniere ligne, la relation [22][II-12.12]

i (2n)2
J:O (n —j)! n)

Une démarche identique donne pour n = 2p + 1 la majoration Bgpi1 < 22P76,
valable pour p > 2. Nous avons ainsi obtenu que pour tout n > 3, 8, < 2" %. O

REMARQUE 1.7. Le théoréme 1.1 fournit dans le cas non réversible une ma-
joration de la vitesse de convergence en temps fini, en fonction de la plus petite
valeur propre positive du symétrisé additif de A. Dans [1][Chap.4 §7], les auteurs
expriment leur scepticisme sur la possibilité d’obtenir des informations sur le com-
portement du processus de Markov par une estimation du trou spectral 8, défini
par

0= min{Re()\), A # 0 valeur propre de A}.

En particulier,
Er ((h(X0) = 7h)(9(X,) — 7.9))

t) = max ,
Pl) h.g Var, (h)Var,(g)

est asymptotiquement équivalent & cexp(—dt), sans étre pour autant borné par
K exp(—dt), ou K est une constante universelle. Notons que A\; < §, I’égalité ayant
lieu en particulier lorsque A est réversible. Ce résultat se déduit de la caractérisation
extrémale de \; et de 'identité

Re((Af, ) = (5(A+A9)1.1).

Il semble donc peu probable d’améliorer, dans le cas non réversible, la majoration
obtenue en considérant § au lieu de A;.

REMARQUE 1.8. Le théoreme de Gértner-Ellis [13, 14] prouve que pour le

processus considéré, ¢~ fot f(X,)ds satisfait un principe de grandes déviations de
fonction de taux

I(z) = sgp{m - p(r)},

ol
(1.12) p(r) = lim — logEq [eXp/t rf(Xs)ds].
0

t—o00

Or, p(r) est égale au rayon spectral logarithmique

1
p(r) :=lim n log || P (1) so— 00
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de Vopérateur P;(r) [14][corollaire 4.2.27]. Mais en dimension finie, nous savons,
d’apres le théoreme de Perron-Frobenius, que ce rayon spectral est la plus grande
valeur propre de —A(r). Par exemple, dans le cas réversible p(r) = —Xo(7).

1.1. Processus réversible. Nous supposerons dorénavant que le processus
de Markov considéré est réversible; par conséquent A est autoadjoint dans £2(r).
Soient

A=0<A < <An
ses valeurs propres et {¢;} une base orthonormée constituée des fonctions propres
de A associées respectivement aux valeurs propres JA; ; en particulier ¢y = 1. Nous
avons alors les relations suivantes :

Py =e My,

Zpi =X i, i >0
—\i

Eof(Xo)f(Xe) = (£, Pif) = > e M (f, )

i>1

Suivons maintenant Aldous et Fill dans [1][Chap. 4 prop. 29] pour prouver la
proposition suivante :

PROPOSITION 1.9. SoitY; = fo s)ds alors t=* Var,Y; T 02 quand t 1 oo, ot
= 22 Fre?/xi=2(f,Zf).
i>1

D’autre part
20f12/An-1 <o < 2| f1* /M
A\ t)to? < VargY; < to?,

ot
A(s) == /3(1 - y)e‘“du =1—-s'1—-e )11 quand s T 0o
0 S
DEMONSTRATION.
t t
t~WVar,Y; = fl/ / Erf(Xe,) f( X, )dt1dts
t
= / (1= ) Bnf (Xo) f (X )du

(1.13) =2 (f,01)" A A(t).

i>1
Le terme de droite de la derniere inégalité croit vers o2 := 23" <, (f, ;)2\, '. Nous
vérifions aisément que d'une part 02 = 2(f, Zf) d’aprés (1.6), et d’autre part que
2f17/An—1 < 0 < 2] fIP /s
Comme A(-) est une fonction croissante la derniére inégalité de la proposition 1.9

s’obtient & partir de (1.13). O

REMARQUE 1.10. La proposition 1.9 fournit des bornes a la vitesse de conver-
gence de t~1'Var,Y, vers la variance asymptotique o2. En effet, nous obtenons les
inégalités

2|17

Aﬁ\, it

(1-— e_’\Nflt) <o?—tWVar, Y, <

2| £11? _
!\21|g| (1—e ’\1t).
1

La relation )\(()2) = —(f, Zf) implique que )\62) = —02/2.
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1.1.1. Majoration en fonction de o dans le cas réversible. Prouvons mainte-
nant dans le cas réversible, une autre version du théoreme 1.1 ou la borne s’expri-
mera en fonction de la variance asymptotique o2 au lieu de la variance de f. Cette
version nous sera utile pour déterminer une borne exponentielle inférieure a la vi-
tesse de convergence.

THEOREME 1.11. Soient (P, ), un noyau markovien en temps continu, irréductible,
réversible, défini sur un espace d’états fini et —A son générateur infinitésimal. Soit
f:G =R telle que m.f =0, sup, |f(x)| < a et 0? > 0. Alors pour toute distribu-
tion initiale q, tout t > 0 et tout 0 < v < a,

(1.14) Py E /Ot f(Xs)ds = 7} < Ngexp [_ 202(1 + hj(jva/MGQ))}

ot

h*(z) = ;(\/(1—96)2—%2)\'1]:596—(1—95)).

DEMONSTRATION. Nous obtenons, sous les hypotheéses du théoréme 1.11, les
estimations suivantes :

n LAY (A
(1.15) ro = M /2a, A < (a2 71 76" Bn,s

d’olt la minoration suivante de Ag(r)
2,2

o°r 112 r/ro
> — .
)\0(7“) = 9 <1 + )\10_2 1_ 2?"/7’0

Pour conclure, il suffit de poser r = /(1 + h*(4ya/A10?)) dans I'inégalité (1.3).
U

REMARQUE 1.12. D’apres la proposition 1.9, 02 > 2|/ f||?/An_1, d’oul la possi-
bilité de remplacer dans l'inégalité précédente la fonction h* par la fonction

h(z) == ;(\/(1 )2+ %zf (1 —z)).

1

REMARQUE 1.13. Lorsque la fonction f est une fonction propre f = ¢;, le
théoréeme 1.11 fournit la majoration suivante

P[l/lt (X,)ds > ]<Ne { —tA }
" [ s)as = = X )
ot J, P T = NP 1 h(2yan/a)

ou h(z) = %[ (1—xz)2+ i\T -(1- x)} En particulier, si v < A1/(2a);) nous
obtenons une borne asymptotique en qu*VZ)‘it/ 4. qui sera d’autant meilleure que

la valeur propre \; sera grande par rapport a Aj.

1.2. Quelques propriétés de la matrice fondamentale Z. Comme nous
I’avons vu, la matrice fondamentale Z peut s’interpréter en termes probabilistes. Il
est également possible de donner une interprétation probabiliste de certains coeffi-
cients de cette matrice, en particulier les résultats suivants figurant dans [1][Chap.2,
lemmes 10 et 11]. Nous ne supposerons pas nécessairement la réversibilité du pro-
cessus de Markov; Z sera alors défini sur les fonctions de moyenne nulle par la
formule (1.6).
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LEMME 1.14. Soit T, = inf{t > 0 : X; = x}, le premier temps d’atteinte de
létat x, alors

(1.16) m(2)E Ty = Z(x,x)
(1.17) () BTy = Z(y,y) — Z(z,y)
(1.18) Y W ET, =Y Z(y,y)

y
(1.19) maXZﬂ'(y)‘EwTy —E.T,| = aXZ‘Z(z,y) — Z(z,y)
.2 ” T,z ”

DEMONSTRATION. Nous allons donner de ce lemme une preuve différente de
celle figurant dans [1]; elle sera basée sur ’approche martingale. En effet, pour tout
g € /%(7) le processus

MY = g(X,) — g(Xo) + / Ag(X,)ds

est une martingale pour la filtration canonique (F;%) du processus. En particulier si
T est un temps d’arrét p.s. fini, alors le théoreme d’arrét donne, pour toute mesure
initiale du processus, la relation suivante :

T
(1.20) Eug(Xr) = Ey9(Xo) By [ Aa(X.)ds

Celle-ci donne pour g = Zf, ou f est une fonction de moyenne nulle, et T = T,
I'identité

(1.21) Zf(z) = —E,r/o " F(xX.)ds.

Rappelons d’abord la relation Zy Z(z,y) = 0, valable pour tout € G. Les
relations (1.16) et (1.17) se déduisent respectivement de I'identité (1.21), appliquée
a la fonction f, = 0, — m(x), et de l'identité (1.20) avec T =T, f, = 6, — w(y) et
q = 690

La relation (1.18) découle de la relation (1.17) apres sommation sur les v,
tandis que la relation (1.19) s’obtient en notant que la relation (1.17) implique que
Z(z,y) — Z(z,y) = 7(y)(E,Ty, — E.T,). O

Supposons maintenant le processus markovien réversible et introduisons, conformément
a la terminologie employée dans [1][Chap 4], les parametres suivants :
— Le temps moyen maximum d’aller-retour entre deux points

7" = max(E,T, + E,Ty).
.y
— Le temps d’atteinte moyen
T = Zw(y)w(x)EmTy.
Yy
— Le temps de relaxation
To = AT L
— Le temps minimal d’atteinte de la distribution stationnaire
7'1(2) = maxmin F,U,,
T U,
ol le minimum porte sur tous les temps d’arrét U, tels que Py (X (Uy) € A) =

m(A). Ce n’est autre que le temps minimal moyen nécessaire pour générer
un échantillon de distribution la mesure 7.
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— Mesure de la variation du temps d’atteinte en fonction du point de départ
(4) ._
= Igixzw(y)‘EmTy ~ E.T,
y
La relation (1.18) montre que ) m(y)E,T, ne dépend pas de z, donc 7o =
D1 A1, Nous en déduisons la double inégalité
7o <19 < (N — 1)70.

Soit la fonction f = Af, +pufy ou A et u sont des constantes réelles. L’opérateur
Z étant autoadjoint dans ¢?(m) et défini positif, nous obtenons

(£,2f) = Nr(2)Z(z,2) + 17 (y) Z(y, y) + 20pm(z) Z (2, y) > 0.

Comme Z(z,x) > 0, la condition précédente valable pour tout A et tout p implique

2
(A\/Zu,x) tu jjggzw,w) 2\ <Z<x,y> - ¢ WZ(y,y>Z<x7x>> >0,

m(x)
Cette derniere inégalité, appliquée pour A = — %Z(y,y) et p = /Z(x,x),
donne la majoration suivante valable pour tout z,y :
(1.2) 22(e.y) < Z(e.5) 2(0.0) .
m(x)
Ainsi
Z N/ A
(1.23) ( (x,y)) < ( (%@)( (y7y)>7
™(y) 7(x) m(y)
d’ou
Z Z
.y _ . Z@2)
(y) = m(x)

Cette derniere inégalité, combinée avec les relations (1.16) et (1.17), implique

Z(x,x)

E, T, <2max ——— = 2max E;T,,

()

d’ou la double inégalité suivante :

max B, T, < 7" <4max E,T,.
x x

Pour comparer 7* et 7g, il suffit de noter que

1

=3 Zﬁ(x)w(y) (EmTy + EyTz) <

T,y

*
T .

DN =

D’autre part comme E,T, < 19/7(y), il s’ensuit que 7% < 279/m,, ol my :=
min, 7(x). Néanmoins, il existe une meilleure majoration, a savoir que 7* < 275 /7,
[1][lem. 25]. Nous avons donc le lemme suivant [1][Chap. 4]

LEMME 1.15.
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Il est possible d’obtenir une autre majoration de 75, valable méme dans le cas
non réversible. Pour cela il suffit d’appliquer le théoreme 2.10 dans [48], qui pour
toute matrice A = (a;;) dont la somme des coefficients de chaque ligne est une
constante a, fournit 'inégalité suivante valable pour toute valeur propre A de A
différente de a

1 n
Al < 3 n}asz lais — ajs).
Yos=1

Appliquons ce résultat a la matrice fondamentale Z, qui vérifie les hypotheses du
théoreme avec a = 0. Nous obtenons d’apres le lemme 1.14, I'identité suivante :

(1.24) 219 < n;a;xZﬂ'(y)}EITy - E.T,| = 7-1(4).

Ce résultat signifie que toutes les valeurs propres de Z se situent dans le cercle
centré en zéro et de rayon 7'1(4) /2.

Le temps T1(2) s’exprime d’apres [1][Chap. 4] par

—7Z

)
ey 7w(y)

La relation (1.20), appliquée avec g = Zf (f de moyenne nulle) et T' = U,, donne

Iidentité

U,
(1.25) Zf(x) = Em/o f(Xs)ds

En particulier pour f, = 6, — m(y) elle implique la relation

A4 1
(1.26) (z,y) = E, U, — —— E,(durée de séjour en y avant le temps U,),

™(y) m(y)
d’out
E,T, < E. T, + .
En reprenant les arguments de [1][Chap. 4], nous avons

Zﬂ(y)ExTy = Zﬂ'(y)ﬂ'(x)ExTy = Zﬂ'(y)EﬂTy

Yy T,y )
S rW)ET, — BTl =2 w(y)(B.T, — ELT,)* <27
Y Y

d’out par I'inégalité triangulaire
O < 4
Nous avons donc le lemme suivant
LEMME 1.16.

(1.27) <2 <2:®.

Une meilleure relation entre 7 et T( ) 'obtient en appliquant 'identité (1.25)
a la fonction ;. En effet, nous obtenons la relation

U,
Top1(x) = II[}iHEx/ v1(Xs)ds.
o 0

Soit @ = max, ¢1(z) = @1(x0). a est positif car sinon la relation (1.21) impliquerait
que 7o < 0. Nous en déduisons que

zo
To1 (o) mln Egc0 / s)ds <a I[rjnn E. Uz,

ro

d’ou
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LEMME 1.17.

Ty < 7'1(2).

Ce résultat répond par Paffirmative au probléeme ouvert 48 b) du Chapitre 3
de [1].

REMARQUE 1.18. La relation (1.23) permet de majorer la norme || Z||2—00. En

effet
1Z]|2=00 = mfx(z (Ziay))Qﬁ(y)>l/2

Z(x,x) 1/2

()
< Inax(Eﬁng)l/QTol/2 < VT*19

< max

oz

<Trace(Z)> i

En particulier, le lemme (1.15) conduit a l'inégalité

[Z]l2—00 < 77

2. Borne inférieure dans le cas réversible

Nous considérons dans cette section un processus de Markov réversible et une
fonction f de moyenne nulle telle que sup,, | f(x)| < a. L'objectif sera de prouver le
théoreme suivant :

THEOREME 2.1. Pour tout € > 0, il existe des constantes k(e) (assez petite) et
2,3
K (€) (assez grande) telles que : siy/a < k(e)(3%) ett > K(e) (%)2 alors

2a2 Y

2

-1 T Y
P(t7Yy > ) > 2exp{—t%z(l +e)}7

ouY; = fot f(X,)ds et m, := min, 7(x). En particulier, k(6) = 4.1073.

Ce théoréme fournit une borne inférieure a la probabilité P, (t~1Y; > v) pour
tout ¢ suffisamment grand et pour tout v/a suffisamment petit. Cette borne est
du méme type que celle obtenue par Kolmogorov pour les variables aléatoires
indépendantes [49][th. 5.2.2 (iii)]. Nous utiliserons d’ailleurs la preuve figurant dans
[49], apres adaptation au contexte markovien.

REMARQUE 2.2. L’inégalité o2 > 2||f||>/An—1, démontrée dans la proposition
1.9, permet d’exprimer la borne inférieure en termes de la variance de f et de la
plus grande valeur propre de A

2)\
Pr(t7Y, > ) > 7;*exp{t77 N‘l}

4|l f117

PREUVE DU THEOREME 2.1. La preuve se déroulera en deux étapes ; la premiere
consistera & minorer Egexp(rY;) a partir des résultats obtenus dans la section
précédente, la deuxieme étape consistera a minorer la probabilité de déviation par
E, exp(rY;). Dans toute la démonstration nous supposerons r fixé; les conditions
qui apparaitront au fur a mesure de son déroulement porteront alors sur le rapport
a/o. La valeur de r en fonction de v sera allouée vers la fin de la preuve. A la
différence de la preuve donnée dans [49], la valeur de r est bornée par r¢/2. Il ne
sera donc pas possible de la faire tendre vers l'infini, I’alternative utilisée sera de
prendre t assez grand.
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Pour minorer E, exp(rY}), introduisons l'opérateur P(r), projecteur propre de
A(r) associé & la valeur propre A\g(r). Le vecteur u(r) := (P(r)1,1)"1P(r)1 est
un vecteur propre de A(r) pour la valeur propre A\o(r), normalisé par la condition
(u(r),1) = 1;il suffit de se rappeler les relations P(r)A(r) = A(r)P(r) = Xo(r)P(r).

Soit ups(r) = maxg u(r)(z), la condition de normalisation implique que 1 <
up(r) < 7t ot T = min, 7(x). Nous obtenons ainsi

Eyexp(rYy) > Y qlx) exp(—A(r)t) (, y)ur(y) /un(r)

= My(r) exp(f)\o(r)t),

ot My(r) = (g/m,u(r))up(r)~1. D’autre part, les relations (1.15) fournissent, a
partir du développement en série de Ao(r), I'inégalité suivante :

0'27”'2

Ao(T’) S

ottv = (r/ro)/(1—-2r/ro) et B = a?/(A\10?). Notons que pour tout r > 0, M,(r) <1
et 1/2 < B.

Fixons 0 < r < ro/2 et soit 0 < 6 < 1, dont la valeur sera fixée ultérieurement.
Supposons a/o tel que

(2.1) (r/ro)B < 6%/8,

(1 — Bv),

nous obtenons alors la minoration suivante :

0.27.2

(2.2) Egexp(rY;) > My(r) exp [t (1- 52/4)]

Introduisons maintenant la fonction de répartition de support [—a,a], Q(z) =
P,(t7'Y; < z). Nous savons, d’apres le théoréme 1.11, que pour tout —a < z < a,

ta? ta?
Q) < ¥y | i | < Y0 | g |

ou
d(y)=14+y++/(1—y)*+2By.

Une intégration par parties conduit a ’expression suivante :

E,exp(rYy) =rt /a exp(rtz)Q(x)dx

50/
= d
rt;/Ai exp(rtz)Q(x)dz,

ou

Ay =10, o*r(1-9)],
Az = [0*r(1—10), o*r(1+6)],
Ay =]0’r(1+6), 20°r®(4B)]
As = ]20*r®(4B), al,

A condition de supposer a/o tel que 202r®(4B) < a. Or o%ry < a, il suffit donc
d’avoir 2(r/rg)®(4B) < 1. Posons (4B)/®(4B) = ¥(4B), ou

e
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Cette fonction étant croissante, I'inégalité B > 1/2 implique que ¥(4B) > ¥(2) >
0,4; il suffira donc de supposer a/o tel que

(2.3) (r/ro)B < 6°¥(2)/8,

cette condition remplagant la condition (2.1).
Sur A :

0

0
/ rtexp(rtx)Q(z)dr < / rtexp(rtz)dz = 1.

Sur As, x > 20%r®(4B), d’ou

/ rtexp(rtz)Q(x)dx < Nq/ rtexp(—rtz)dz < Ny.
As 0

Les deux résultats précédents combinés impliquent la majoration suivante :

(2.4) / rtexp(rtz)Q(z)dz < 1+ Ny.
A1UA5
Sur A U A4, nous avons la majoration suivante :
4Bx T 16 r
—— <4—®(4B) < ———B.
a T 1o (4B) < U(2) rg

Supposons maintenant que a/ o soit tel que
(2.5) (r/ro)B < 6*¥(2)/16

alors 4Bz /a < 1. Ceci implique que

®(4Bx/a) < 2(1 + Blibjl%/;/a)

2Bz/a
<2(1+B
<o(1+ 325

< 2(1 + ﬁ@/gg))

avec C' = 8B?%/¥(2), d’ou

exp(rtz)Q(z) < N, exp{t(m - % (1 - (i(r/gg)» }

Supposons maintenant que a/o soit tel que C(r/rg) < 1 — §%2. Comme B > 1/2, il
suffit que

(2.6) C(r/ro) < min(6%/2,1 — 6°).
Posons
x? C(r/r
g(z) =rx — 297 (1 - 1(_/5(2))>,

pour tout € Ry ; ¢ atteint son maximum en z¢ = o%r/(1 — C(r/ro)(1 — 62)71).
Supposons alors a/o tel que xg € Ag, ou plus précisément a/c tel que

(2.7) Clr/ro) <1< 0 )2.

1—42 2\1+94¢
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Cette condition implique la condition (2.6) et zg € Az (il suffit de remarquer que
(6/(1+ 5))2 < /(1 +9)). Nous obtenons ainsi pour z € A,

g9(x) < g(o®r(1-9))

o?r? C(r/ro)(1 =9)
== (1_5)(1+5+1052)

2

2
<

(1 - 62/2)7

il s’ensuit
2

2
/ rtexp(rtz)Q(z)dz < N,o*r?t exp{w;(l - 62/2)}.
Az

De méme, pour tout x € A4, nous avons

0'27”2
< —

g(z) < g(ozr(l + (5)) (1-— 62/2),

d’ont

/ 2.2 2 to®r? 2
rtexp(rtz)Q(z)dz < Ngt(20°r*®(4B) — o°r(1 + 6)) exp{ 5 (1-9¢ /2)}
Ay

0'27“2

t
< Nyto?r?(C —1) exp{

(1-462 /2)}.
Les deux dernieres inégalités combinées conduisent a la majoration suivante :
2,.2
(2.8) / rtexp(rtz)Q(z)dx < N tCo?r? exp{ (1- 62/2)}.
AsUA,

to“r
Posons v = ro?(1 — §), la condition (2.7) devient alors une condition sur v en
fonction de a, o et d, plus précisément

2
o) (2" Av o0y

a\o 32 146

Notons que le terme de droite, dans 'inégalité précédente, est maximun pour § =
(=14 /11/3)/2, et la condition (2.9) devient avec ¥(2) = 2/(3 + /3)

(2.10) Y < g10-3 (A
. S <4 5.2 | -
Ceci posé, nous obtenons alors sur As,
(2.11) rt/ exp(rtz)Q(z)dz < Q(v) exp(tor?*(1+6)).
As

Choisissons maintenant t suffisamment grand pour que

/ rtexp(rtz)Q(z)dx < (1/4)E,(e"™")
A1UA5

/ rtexp(rtx)Q(x)dx < (1/4)E (e™*)
AsUA,

Pour cela il suffit d’apres les inégalités (2.2), (2.4) et (2.8) d’avoir

(2.12) 14N, < Mjl(r) exp{t”?;2 (1- 52/4)}

et

(2.13) (tCJQTQ)exp{—tU ; i } < M,(r)/4.
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Il convient donc de prendre to?r? o t(y/0)? assez grand pour vérifier (2.12), ensuite
il suffit de noter que le terme de gauche dans (2.13) tend vers zéro lorsque ¢t — co.
Par conséquent, soit ¢ > 0, il existe une constante assez grande K(e), telle que
t > K(e)(o/7)?, I'inégalité suivante est vérifiée :

Q) = (1/2) exp{ ~tar*(1 + 6) } B, exp(tY7)

tv2 1426+ 6%/4
> 02y e

Choisissons ¢ tel que
1426 +62/4
— <1
-a2 = 7°

alors
2

2y gl }
>(1/2) M| ————————— | expy —t—=(1+¢€) ;.
Q0 = (172, s Y exnf <155 0140
Pour conclure il suffit de noter que M (r) > ..
Notons également que pour § = (—1 + \/11/3)/27 nous obtenons

Ts 772
> = %,
QM) = eXp{ t202}

3. Borne du type Berry-Esséen

L’objectif de cette section est d’obtenir une borne du type Berry-Esséen pour
les processus de Markov irréductibles et a espace d’états fini. Pour cela, nous allons
suivre la preuve de B. Mann [39], qui a obtenu une telle borne pour une chaine
de Markov irréductible et a espace d’états fini ou dénombrable. Il suppose une
hypothése de mélange

P
(3.1) B = sup””gﬂ <1,

ott le supremum est pris sur les fonctions g € ¢?(r) telles que E,g = 0.

La considération du temps continu et de 'utilisation des estimations fournies
dans [34] conduira & une preuve simplifiée par rapport & celle de B. Mann. Plus
précisément, outre le fait d’étendre son résultat au temps continu, nous améliorons
la constante numérique figurant dans la borne obtenue d’un facteur d’environ 200.
Le théoreme que nous allons prouver est le suivant :

THEOREME 3.1. Soit (P, 7) un noyau markovien en temps continu irréductible
défini sur un espace d’états G fini. Soient —A son générateur infinitésimal et f :
G — R telle que mf =0, sup, |f(z)| < a. Alors pour toute distribution initiale g,

toutt > 0
YAy RS

ot ®(z) est la fonction de répartition de la loi normale standard et Ay la plus petite
valeur propre non nulle de (A + A*)/2.

59allflI* | Ny
=Nomyaan v ot

Notons que '’hypotheése de mélange (3.1) devient dans le cas du temps continu

sup K291 xS et A > 0,
g

Or, comme nous I'avons déja remarquée, celle-ci est équivalente a I’existence d’un
trou spectral du symétrisé additif du générateur A. Dans le cas d’un espace d’états
fini et sous I’hypothese d’irréductibilité du processus, A peut étre pris égal a la
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plus petite valeur propre non nulle, A1, du symétrisé additif de A. Cette hypothese
de mélange peut également permettre d’obtenir une borne du type Chernoff, sans
recours a la théorie des perturbations [38][§4].

DEMONSTRATION. Tout d’abord pour simplifier les expressions, introduisons
les notations suivantes :
W W

t
Y, = /0 f(Xs)ds, Pq(w) = Eq eXp<Utl/2Yt>’ Aw) := A= WD.

Notons que nous n’utilisons par le symétrisé additif du générateur du processus.
L’idée de la preuve est de majorer

’goq(w) _emw/2 , weRR,
puis d’utiliser 'inégalité (3.13) dans [23][p. 538] qui s’écrit dans notre cas
Y, 1 v — e/ 24
(3.2) Pq{t < x} — ()| < f/ [Pa(w) — € ‘dw + .
oVt T J_w |w] w2 W

Définissons la matrice fondamentale Z par identité (1.6) lorsque Z agit sur
les fonctions de moyenne nulle; nous en déduisons immédiatement que pour toute
fonction f de moyenne nulle || Zf|| < A '||f||. La variance asymptotique de Y;
s’exprime également par 2(f, Zf); en effet

t~War, Y, = 2/000 (1 - %) (f, Puf)du

b u du
%2<f,/0 P, fdu)
=2(f,Zf).

A(r) = A — rD étant une perturbation linéaire de A, il est alors possible d’es-
timer la valeur propre SBy(r) correspondant & la perturbation de la valeur propre
nulle de A. By(r) admet un développement en série dont les coefficients sont réels
car s’exprimant par un produit scalaire ne faisant intervenir que f et Z (Z par
définition étant a coefficients réels), donc By (r) est réelle. Ceci peut aussi se déduire
du théoreéme 2.6 dans [48][§ 2.3], puisque B = —A(r) en tant que matrice ML (i.e
telle que B(z,y) > 0, x # y) admet une valeur propre réelle majorant la partie
réelle de toutes les autres valeurs propres de B. Les mémes techniques, que dans le
cas réversible, conduisent & la minoration suivante valable pour tout r» < 1/(4||Z]|) :

o’ 0| Z| 2] Z]|r
2 2 1-4)Z|r

Bo(r) > —

Notons par Sy(w), la valeur propre de A(w) correspondant & la perturbation de
la valeur propre nulle de A. La théorie des perturbations, présentée au chapitre 2,
s’applique pour une perturbation analytique a coefficient y complexe. Nous pouvons
donc utiliser une démarche analogue & celle du §1, ott x = iw/(ct'/?). Celle-ci
conduit, pour |w| < ot'/2/(4a||Z||), & I'inégalité suivante :

-1
all f11?|w]*(1Z]]? (1 N 4awIZI>

2
w
|50(°")t - 7‘ < o311/2 ot1/2

|exp(—Bo(w)t) — /2| < e (exp H(|w]) — 1),

ot H(|w|) désigne le membre de droite de la premiere ligne.
Soit u(w) le vecteur propre de A(w) associé a la valeur propre Sy(w) et normalisé
par la condition (1,u(w))r = 1. En utilisant 1'estimation 1-(4.26), nous obtenons
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pour tout |w|/ot'/? < 1/(4al|Z|)) la majoration suivante :

4wl 2] Awlll 11121l

— <
It - )l < =20 e

D1 =
Majorons maintenant

|Palw) - 6ﬂ)2/2| < |ipg(w) — exp(=PBo(w)t)| + |exp(—Bo(w)t) — 67w2/2|.
Or

|pq(w) — exp(—Fo(w)t)| < Nyllexp(—A(w)t).1 — exp(—Fo(w)t).1]|
< Ny ([l = (@) + e 1|11 = u(w)])
Le vecteur 1 — u(w) étant de moyenne nulle, un raisonnement identique a celui
employé au §1 conduit a I'inégalité
le™ (1 —u(w)) || < |1 = u(w)[le M,
ou
N(w) = inf{(Aw)g, 9)/llgll* g # 0,m.g = 0.

Mais a la différence du cas traité au §1, le parametre x de la perturbation est ici
un nombre complexe. Dans le cas général

A(x) = (A+A%)/2 = Re(x)D,

ce qui donne pour une perturbation purement imaginaire, A(w) = (A + A*)/2 d’ot
A1(w) = A1. Nous obtenons ainsi
4 Z
) =) < 5 B v )
o
Supposons dorénavant que

‘ | - 03t1/2

w Te - nen2n—-12°
16a] f11211Z]]?
hypothese qui implique que

2a| f|I*|wl]1 Z]1?
H(lw|) < — g8z = w?/8.

D’autre part pour tout z > 0, e* — 1 < ze® d’ou les inégalités suivantes :
2

_—w?)2 ANl ZN (a2 s g allfllo™] 2] !

log(w) —e ™ /2| < N, YD e v 957 +1p+e

2allfIPIZ1° 302/
o3tl/2

Al f e[ 121]

— A1t
e
otl/2 ’

(3.3) <N, (Jw[® + 4|w]) + N,

ou nous avons utilisé dans la derniére inégalité le fait que
o <2 fIP1Z] < 201£17 /s
Pour conclure, appliquons 'inégalité (3.2) avec

o341/2

W=
16all £12]| 212
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3.1. Développement asymptotique. Dans le cas de variables aléatoires
indépendantes, le théoreme 3.1 peut se prolonger en une étude du développement
asymptotique de la différence entre la fonction de répartition de la somme norma-
lisée de ces variables et de ®(x). Une présentation détaillée de ces résultats pour des
variables aléatoires i.i.d. figure dans [27][§41] et pour des variables indépendantes
dans [45]. Nagaev dans [42] a étendu ces résultats aux chaines de Markov définies
sur un espace d’états quelconques, mais satisfaisant & la condition de Doeblin (Dy)
(cf Chap. 5). L'objectif de cette partie consiste & établir un tel développement
asymptotique pour un processus markovien a espace d’états fini, mais toujours a
partir des techniques développées dans [34].

Introduisons d’abord quelques définitions et rappels. Les polynémes d’Hermite
sont définis par la formule

ar
Hi(w) = (-2 2pem /2,

qui donne pour les premiers indices

Hy(z) =1

Hi(z) ==

Hy(x) =22-1

Hi(z) =a3-3z

Hy(z) =ax*—622+3
Hs(z) =a°—102% + 152

Les fonctions ®*) définies par
(_1)k—1
V2T

admettent pour transformée de Fourier-Stieltjes

<I>(k)(a;) = Hk_l(aj)e_mz/z,

i (—iw)k iwr—x2 /2 . Nk —w?/2
(3.4) /e“"xd(I)(k)(x) = [ T2y = (—iw)ke @ /2
Var

Par conséquent, si la fonction caractéristique

w
Yq(w) == Ey exp(mY})
peut s’exprimer formellement par la série
2 > 1y’
~ e w2 (i) [ ——
pq(w) ~ e (1+Z;PJ< ZW)<Ut1/2> >a
Jj=
ot les P; sont des polynomes de degré 3j, alors

1

(3.5) Pq(ﬁn < a:) — ®(z) ~ in(—@ (Utm)j’
1

ot les Pj(—®) s’obtiennent en remplacant w” par ®() dans Pj(—w).

Cherchons donc le développement en série de ¢q(w) jusqu’a 'ordre k — 2 pour
un k > 2 fixé. Dans la suite, la notation (g, g) désignera pour toute fonction g la
moyenne selon la mesure g,

(0,9) =Y _alx)g(x).

x



3. BORNE DU TYPE BERRY-ESSEEN 37

Soit u(w) le vecteur propre de A(w) pour la valeur propre fy(w), normalisé par la
condition (1,u(w)) = 1. Ce vecteur propre admet pour développement en série

convergente pour |w| < A\jot'/?/(4a). En particulier
w = —Zf,  us=ZDZF.

L’opérateur A étant autoadjoint par hypotheése, 'expression 1-(4.29) s’applique;
d’ou les inégalités suivantes :

11l = [ —idaw \?
(3.6) uww) —1 < o ; Yo

7] (4"
< W=
EE

De méme, les estimations sur fy(w) conduisent aux formules suivantes :

w e /8(J+2)) —iw J
—Bo(w) ?+Z <0t1/2) ’
Jj=1
: J
—Bo(w)t _ _—w?/2 2 —ww
oo Za) )
j=

ot les @); s’obtiennent par un développement en série de I’exponentielle selon les
puissances de (—iw)/(ct'/?). Les fonctions Q;(z) sont des polynomes de degré j

dont les coefficients dépendent exclusivement de —683) Jo2, - ,—ﬁé‘j+2) /o2, Par
exemple
_5®
Quz) =—4a,
_ 5@ IOR
Qo(z) =—Dha+5(F4) a2

Comme seul un développement limité a I’ordre k£ —2 nous intéresse, introduisons
les notations suivantes :

= 1+Zu3< t1/2> + Rp—1(w)
e~ Po(w)t — —w /2{1 + ZQJ ( tf/2>j + Skl(w)}

j=1

Ainsi la fonction caractéristique ¢4(w) s’exprime par les relations

0q(w) = e_BO(w)t(q,u(w)) + <q, Pi(w)(1 - u(w)))
= fiy S(Y o) (z)'}

j=1 Ji1t+je2=j
0<j1,j2<k—2

+ Vie1 (@) + (4, ) (1 - uw)) ),
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ounQo=1, ug=1et

2(k—2

—w2/2 ) 9 —iw J
Vi@ =2 3 (Y QuNauw) (s
j=k—1 Jitj2=j
1<j1,j2<k—2
+ efﬁo(w)t (q’ Rk—l(w)) + 67‘”2/2516_1(&)) (q, u(w)).
Nous allons tout d’abord démontrer le lemme suivant :

203 1/2 . , L .
LEMME 3.2. Pour tout k > 2 et pour tout |w| < W, linégalité suivante

est vérifiée

2/2 k2 1 J
o) =21+ X p-io) (i)}
J:
2 k—1
—3w?/8 8all f]]
+ 2qu v ()\%0’3t1/2 kal(w%
ot les P; sont des polynéomes de degré 3j et

T (w) = ((k = 2)! + 1/4) 2lw)* " + (l0|/2)**Y, k>3,

<, (Al e

)\%0-3151/2

(3.7)

Ti(w) = (] +lol®)

DEMONSTRATION. Dans un premier temps, nous majorerons le reste Vi, _1(w).
En particulier, grace a I'inégalité de Cauchy—Schwarz, nous obtenons

2(k—2)

Vs v S (3 |Qj1<wz>||ujz||)\gjf/2

j=k—=1  jit+j2=j
1<51,52<k—2

—Bo(w —w?
+ Nyle PRy ()| + Noe™ /2|1 (@) u(w) -

J
+

La technique de la série majorante sera utile pour majorer |Sx_1(w)|. En effet,

posons
2

U:=—fo(w)t+ %,

et choisissons w tel que
Nodt1/2
16al| f]1>”

Nous obtenons alors les relations suivantes :

—ial f|]*w? idaw \
U<<A%Wﬂ L= Xoi
20| f|P|wf _ w?

Ul ————+ < —
Ul = Ao3tl/2 — 8

. 2 3\J ©© . . l
. —ia w I+5—-1 —idaw
Ui < . I Z J
Ng3tl/2 — l Aotl/2
Supposons dans un premier temps que k > 3. La somme des termes du développement

en série de U7, pour j < k — 2, contenant des puissances de (w/(ot'/?) d’ordre
supérieur a k — 1 est majorée par

w2\’ 8a| f||?|w P 4k —2 4alw| \'
(3.9) Q 2” 3H1‘/2| Z P |1|2 :
8 Aot j-1 ot/

=0

(3.8) lw| < T :=
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Or1<j<k-—2 dou

(5~ ( Yt = (i

Ceci conduit & la majoration de (3.9) par

j k—1
o an (Y (LSal 7l
8 ) \2o3ti2

Si k = 2, ce terme est nul. Pour en tenir compte, remplacons (k — 2)! par (k —
2)(k — 3)!, avec la convention (—1)! = 0. Nous en déduisons la majoration suivante
de |S}€,1(w)‘ :

L (2alwPIf]*)
|Sk-1(w)| < Z S|( No3(1/2 +

s=k—1

k—1Ek
16@||f||2|w|)

Ngitl/?

+(k2)(k3)!<

k—1
28 ( 8al fII? 1)
w*/8
=¢ /<A%a3t1/2 Ter (@),

: (w2>j 1
1l
f 8/ j!

<.
Il

ou

TV, (w) L !|w|3(k_1) + (k= 2)(k — 3)!1(2Jw|)F 1.

= 1)

Une majoration des polynomes (); s’obtient en considérant la série majorante sui-
vante de By(w) :

w? IfIP(—iw)? [ —idaw —idaw \ 7"
— te -2 1—
50((0) < 2 + 40’2)\1 ()\10t1/2) ( )\10t1/2> ’

d’ott

s ; s ; 20 N2\ J
—Bo(w)t —w2/2 —idaw J+ -1 l Hf” (—ZW)
¢ <e {1 * ; (/\101%1/2 ,Z )7 ane? '

Jjt+l=s
21,120
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Ceci implique les relations suivantes :
1a\° JHI=1\ 1 (| f]Pw?)
2| < (24 L
@) < <)\1) 2 ( I )j!(4)\102
Jjt+l=s
§>1,1>0
5 % (0) ('f””)j
= — ] 4)\10’2
a0\ (AP = (s =1y 1 (1Y
1 4)\10’2 ] + 1)‘ 4/\10'2
da\ " (If]2? s =1\ (122
)\ 4)\10’2 = j 8)\10‘2
AP (4 IR
202 )\ )\ 2)\202
alfIP? (SallfIP | alfIP )
A2g2 A202 2)\202
2 1 s—1
(AWE) (s L)

2)\2 2%

a||f||2 s—1, 2 25
B ( 5272 (16 w+w ) .
En particulier, nous obtenons pour les deux premiers polynémes :
|621 (w2)| ( o2 ) ?
|Q2(w2)| % ) (16w? + w?).

(3.10)

2] =

IN

o “M

o

)

IA

IN

22
1
f

IN

Rappelons les majorations des ﬁ(”) pour n > 3,

n) aHf||2 da
<
g < A2\
Pour sa part, le reste Ry_1(w) se majore facilement, puisque d’aprés (3.6) et
(3.8)

171 1 (daw] \/
<
[Re—1(w)]| < % :Z i1 cr)\ltl/2

1 (Sallf|2 ]\ "™
2\ Ng3tl/2

Pour finir, il reste a majorer le terme
2(k—2)

AN —mz( > 0aeAllal) |

j=k—1 Jitj2=
1Sj1’j2Sk*2

J

Tout d’abord A = 0 pour k£ = 2. Supposons donc que k > 3, les majorations
des polynémes Q;(w?) et des ||u;|| obtenues ci-dessus permettent d’aboutir & une
majoration de A, puisque :

2 2(k-2) J 2\ J1 j2
_w? W |w] 8allf]] oyii—1 (4a
A< Nyew'/22 1+ — =
> INge€ 4 Z (Utl/z) ) Z . ( /\%0.2 ( + 16 ) )\1
j=k—1 Ji1t+j2=j

1<y1,j2<k—2
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Or da/\1 < (8allf]?)/(A\f0?), d’ont

5 2(k—2)

2 J w2
g & 3all )P Wit
ASNe™ 5 3 <A§03t1/2 Z _ (1+16)
Jj=k—1 Jit+j2=J
1<j1,j2<k-2
2 10 w2 W2 g e 8al 112w\’
< Ny(k—2)e 2~ (14 — et EA A
= q( )6 32( + 16) j_%:l </\%O'3t1/2 >
< Nyl — 221 + ot (B g
= iVq 16 /\%o3t1/2 =

2\ k-1
< (k- 2)21quw2/2< Sall /1 ) Tkg)l( )

X231/
ol
2 _ _
T, (w) = 2w + (Jw]/2)2¢ D,

Tous ces calculs assez fastidieux conduisent a la majoration du reste |Vi_1(w)],
apres avoir noté que

%\Cﬂ

lexp(—Bo(w)t + w?/2)| < exp(w?®/8), et |lu(w)| <

Nous obtenons avec k > 2,

k—
i < Nye w28 ( Sall fII? LT §T(1) 9—1 () _ oy
|Vie-1(w)] N23L/2 (2|w| T p—1(w) +27( )T3,21 (W)

8 2\ k—1
<2qu—3w2/8( aHf” ) kal(UJ).

N2o3t1/2

Une majoration du dernier terme (q, P (w) (1—u(w))) s’obtient par une démarche
analogue a celle utilisée au §3;

(q, Pt(w)(l - u(w))) < Nq67A1t||1 — u(w)]]
dall FIPIwl\ —ape
<N,| ————— it
= Q< Nostl/z )
Posons

(3.11) Pi(—iw) = (—iw)’ > Q4 (w?)(q u5),
Jitj2=j
0<j1,j2<k—2

qui sont des polynomes de degré 35 en w. En particulier :

PO( ) = 1a
. -
Py(—iw) = =4 (—iw)® = Eg(Zf)(—iw).
Les résultats précédents permettent d’obtenir 'inégalité (3.7). O

Comme indiqué en introduction de cette section, nous en déduisons (3.5), ot
les P; s’obtiennent & partir de (3.11). Soit Gy (x) la fonction

j
Gi( +ZP (ot1/2) .

Cette fonction satisfait aux hypotheses du lemme 2 dans [23][§XV1.3]. La trans-
formée de Fourier-Stieltjes de G étant la transformée de Fourier de sa dérivée, nous
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obtenons par application de (3.2) (légérement modifiée) avec W = T*~1 I'inégalité
suivante :

Y; N, _ 24my,
Pq(—o_tl/2 < ac) — Gk(x)‘ < leMtp T _E 4T

27 W
E—1 oo
AL TN g SE R

T \\2g311/2 Tl

ol my, = sup,, |G (x)] et

L1 4(0) = ()|

T /(—W,—T)u(T,W) |l
1(w) désignant la transformée de Fourier de G, (x). Bien entendu I sera prise nulle
si T' < 1; nous supposerons donc sans perte de généralité que ¢ est suffisamment
grand pour avoir T' > 1.

Les moments d’ordre pair d’une loi normale N'(m, o) s’expriment par la relation

dw,

s = (s — Dllo®,
ol
nll:=nn—-2)(n—4)--
D’autre part les coefficients

1 /°° 5 _ a2 g
[lg 1= —F— ze 202dx
s P A ,
pour s impair vérifient la relation de récurrence
fis = (s — 1)0%fis_a, s> 1.
Or {1y = 0/v/2m, d’ont pour s impair
_ (s=Dlo®
SN
A titre d’exemple, considérons le cas k = 3; I'intégrale est majorée par 7.

LEMME 3.3. Supposons T > 1, alors pour tout k > 2 nous avons l'inégalité
suivante :

my <

Nq 1 2(k—1
14 = (k—2)2k=1),
Var L= 27)

DEMONSTRATION. Remarquons tout d’abord que ®®)(z) = ®*+1(z). Nous
en déduisons 'expression suivante de la dérivée de G

G O NS 9o
k() = Jon +4 1 gy ; 4 Q. (=®)(g,uj,),
J= J1TJ2=]

0<j1,j2<k—2
ol Qg.z)(—(b) s’obtient & partir de @;, (—w) en remplagant les w” par les fonctions
O3t Par exemple
—x?%/2

+7ﬁﬁﬁQMZﬂ—

(3)
Gs(z) = ®(2) 0 Hy (x))

6712/2 _pB)
() = %+ %zu@—mwﬁmu@

/27.r 0-3t1/2
1 1 Nge 2|1l 3|f||2>
ma(t) < + g +
3(t) < V2r 2motl/? ( A1 2023

N, 4al|f|I?
<2 (1 .
< 77T< + oI
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Une majoration de my s’obtient par une estimation des bornes supérieures
des fonctions ®*). Ces fonctions étant continues, la formule d’inversion de la trans-
formée de Fourier s’applique. D’apres (3.4), nous obtenons les expressions suivantes :

(=Hm

MY () = T/ e~ /22m cos(uz)du
s —0o0

_1)ym [
P(2m) (x) = ( 5 ) / e~u /24 2m=1 sin(uz)du
i — 00

d’ou pour m > 1,

2m—-1"  (2m)!

1
\/?/ Vor B o2my\/2rm!’
(2m —2)It  2m~L(m —1)!

@(Zm) / 2m 1 —
’ \/ﬁ ) s ™

ou y(dz) désigne la mesure gaussienne standard.
La double inégalité (1.10) conduit, pour m > 0, aux bornes suivantes

|(I)(2m+1) (:l?) | < L2m+1/2mm67m’

™

1 2m+1/2mm67m.

’@(2m+1) (l‘)’ <

My(du) =

o) (z)] <

L’inégalité (3.10) permet de majorer les différents polynémes intervenant dans
Pexpression de G).(z). En effet,

M2 4\ IN Gy =1 (2] f)12
2m) < 2 2a 1 I I+m _—(l14+m)
Qe < T (M) ;(Z_J(%gg) L g mytme=sm),

l

da)" § (= 1Y (3mIf)

1 [+1 del o2
_ om— 1/2( 7rL 4ﬁ Ji 31 -1 3me||2 l
- 1 l+1 46)\10’2

Ori<j; <j=2m,dou

’QQm) )|7

2m- 1/2<2mm da)’ (aml L Sl
1 46)\20'2 46A10’2

3am|| f|*\” 14 S e\
eXlo? 3m
< ”2<2m <12am||f||2)“

T 4e\2r \2o2 '

Un calcul analogue pour j = 2m + 1 permet d’obtenir la majoration suivante pour

tout 7 > 1:
o) K(j) (6ajll f1*\"
‘le (_(I))| < m( )\202 ’

om— 1/2(2m m

ou

4K (j) = 2li=1)/2;i/2
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Ceci conduit a la majoration suivante de my ;

J ) .
Ve mk<1+z< i) {1+ Nl + N, ¥ |Q§-{><—<I>>|||uj2|}

J1+j2=J

1<j1,52
k—2 j
1y 6aj| fII* da
<1+Nq;(gt1/2) {K(y)( o2 ) +1l5 +
. K(j) Gaj| fI2\" (4a
(I -DAD)== Y (W N
Jitj2=J
1<J17J2

_ j—1

8al| f|? NP K(j) =

S1+Nq (AQUgtl/g KG)i + 7+ (G -1D)AD)— Z]
j=1

k—2 .
Sal| f||? .1 K(j),. il
<1en, Y (oY {K(J)JJ+4+i - i
j:

8ajll fI?
<N <1+2§ K(j <A203t1/2 K(j)
oya( SallfI2 \ &= (164 f]2)’
_9\3(k=2)/2( %I/l iutnd | 0 | I
SNq<1+(k 2) <)\%a3t1/2 jZ::O A2gB3t1/2 .

Or par hypothese T'> 1, d’ou

Ny ~ o\2(k—1)
T+ (k= 2270),

meg >

O

Il reste maintenant & majorer 'intégrale I. Par symétrie et I'inégalité triangu-

laire w w
122/ W‘”)'dwm/ o)l gy 14 1,
T W T w

Par un calcul analogue a celui conduit pour majorer le terme A, nous obtenons :

—w? 8al| fI*|wl\’ w?
< w?/2 haad 10 | e} 2 % oNj—1
Y (w)| < Nye (1+Z(A20_3t1/2 4+w(1+16) +

W2 it w2
CERISIES WEESEY

k— 2
(e > (sz'jg”tl'g'> -0+ =)

d’ou pourw >T > 1,

k—2
iy 8al| f]|? |w| w? .
w/2 btV
[Ph(w)] < Nge (1 +( . <)\2 341/2 (1+ 16) .

Jj=

Or pour toute série géométrique de raison g > 0,

Z 2)(g+¢"7?),
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ce qui conduit, pour £ > 3, a la majoration suivante :
()] < Nye="/2 (1 + 20k — 1)(k — 2) (w?’/T)k_z).

Ainsi, I tend vers zéro a vitesse exponentielle lorsque ¢t — co.

Obtenir une borne explicite du terme I, est plus difficile, car nous ne pouvons
utiliser le développement en série de la valeur propre perturbée, celle-ci n’étant
plus convergente. Supposons par exemple que la v.a.r. Y; admette une densité C*°
par rapport a la mesure de Lebesgue, dont les dérivées sont absolument intégrables,
alors |wF g, (w)| décroit & I'infini pour tout k > 0. Par conséquent, I = O(T~ (1)),

Supposons k = 3, nous obtenons alors, pour T' > 1, I'inégalité suivante :

2
‘P ( < ) Gl )‘ < qu—A1t+ 36Nq(16af||2) (14 0(1)).
otl/2 2m 2 \\2g3t1/2
Signalons que contrairement a notre objectif, nous ne sommes pas arrivés a obtenir
une borne explicite, faute de pouvoir éliminer le terme en o(1).

4. Compléments

Le semi-groupe P;(r) obtenu par perturbation de P; agit sur les fonctions réelles
g de la facon suivante :

Fi(r)g(z) = Ex(exp(rYy)g(Xy)),

ounY; = fo s)ds. Cette identité est appelée formule de Feynman-Kac [14][page
121], et dans le cas du mouvement brownien P;(1) s’apparente au semi-groupe de
Feynman-Kac introduit dans [11]. Nous avons donc obtenu, pour r < A;/2, une
majoration du rayon spectral logarithmique de ce semi-groupe. Le générateur de
Pi(r) est =A(r) = —A +rf, ce qui pour r = 1 conduit & ’analogue de 1'opérateur
de Schrodinger dans le cas du mouvement Brownien [11], & savoir I'opérateur S =

—(%A + f), ott A désigne le Laplacien dans R?. Soit u(r) un vecteur propre

associé a la valeur propre maximale Ag(r) ; nous pouvons alors introduire ’opérateur
Z(r), résolvante réduite de A(r), qui s’exprime, sur le supplémentaire des fonctions
engendrées par u(r), par 'expression [11]

/Pt

Par une démarche analogue & celle utilisée dans [34][IX-2.6], nous obtenons le
développement en série suivant du semi-groupe Pi(r) :

Pi(r)g = Pog +rgi" + 12> 4 -

avec

t t
gV = / Pi_ofPugds, g™ = / Piofg"Vds
0 0

Conformément & la définition de P;(r), un calcul, relativement simple, permet d’ob-
tenir la relation suivante :

o (@) = B (T g(x0),

D’autre part,
| I”

n Y:
sup g™ ()] < [|g]l sup By e
xT

(M2 « 2 (2n E \YH
|2 < ||g||oo(n o
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Or d’apres Pestimation obtenue dans [38][§4],

|Yt‘2n . 9 2n n (||f||2)\1t)s
< — _—
b 2n)! — ? A Z: s!

Ceci permet avec 'inégalité (1.11) d’aboutir & la majoration suivante :

18 < [lgllooe 17172 <4> ,
A1

par conséquent le développement en série du semi-groupe P, converge pour r <
A1 /4.

Il est possible d’obtenir I'expression de la variance asymptotique d’une maniere
différente de celle employée dans la preuve de la proposition 1.9. Pour cela utilisons
I'identité suivante, valable pour toute fonction g de moyenne nulle :

/ Pugdu:ZA/ P,gdu = Z(g — Psg).
0 0

Celle-ci implique que

t t—uy
E.Y? =2 / duy (f, / P,, fdus)
0 0

s=1

t
— oM, Zf) — 2(f, 2 /0 P.fds)
=2t(f, Zf) +2(f, Z*(P. — I) f).

Cette expression de la variance de Y; en fonction de la matrice fondamentale Z
est également valable dans le cas non réversible. Comme || P f|| < e | f|, M
désignant la plus petite valeur propre non nulle du symétrisé additif de A, nous en
déduisons que la variance asymptotique s’exprime par 2(f, Z f). D’autre part, nous
obtenons I'inégalité suivante :
2
‘t_lVarﬁY}/ _02‘ < QHJ;” (e—>\1t + 1)7
ATt

valable également dans le cas non réversible.

L’objectif de la section 2 était d’obtenir une borne inférieure de la vitesse de
convergence de la probabilité de déviation. Ceci est en général possible pour la
vitesse de convergence en variation totale vers la mesure stationnaire. La théorie
des grandes déviations fournit une borne inférieure de la vitesse asymptotique,
mais les méthodes employées ne paraissent pas pouvoir étre adaptées a notre
probleme. Malheureusement, le résultat obtenu n’est valable que pour des v pe-
tits. Signalons que ’objectif de Kolmogorov, en établissant une telle borne pour
les v.a.r. indépendantes, était d’établir une loi du logarithme itéré [49]. Une telle
loi est valable pour certaines chaines de Markov [10], d’ou la question d’obtenir ce
résultat par une démarche identique a celle menée par Kolmogorov, ainsi qu'une
vitesse de convergence.



CHAPITRE 3

Chaine de Markov

Les résultats démontrés dans le chapitre précédent sont encore valables pour les
chaines de Markov a espace d’états finis, et s’obtiennent par les mémes méthodes.
Cependant les calculs sont plus compliqués en raison de la périodicité de la chaine
et nécessitent de distinguer le cas réversible du cas non réversible. L’objet de ce
chapitre consistera donc en I’étude d’une majoration de la quantité

Pq[n_lif(xi) —f Z’Y]a
i=1

ou P, désigne la mesure de la chaine de mesure initiale g. L’inégalité inférieure
obtenue dans le cas d’un processus s’applique également aux chaines de Markov
réversibles. La preuve étant identique, elle ne sera pas reprise dans ce chapitre.
Par contre, la vitesse de convergence vers la loi normale est étudiée en détail, a
I'exception du développement asymptotique.

1. Borne du type Chernoff dans le cas réversible

Nous considererons une chaine de Markov (X,,) d’espace d’états G fini de car-
dinal N. Nous supposerons également que cette chaine de Markov est irréductible
et admet une probabilité réversible 7. Comme dans le cas précédent, nous nous
placerons dans ¢?(r) muni du produit scalaire défini par la mesure 7 ; le noyau de
la chaine de Markov, noté P, agit sur cet espace par la relation

Pf(z) =Y P(z,y)f(y).

La chaine étant réversible, le noyau P est autoadjoint et ses valeurs propres sont
réelles. Nous les noterons par

1=3>p > >pn-1> -1
Le trou spectral du noyau P sera désigné par e(P) := 1 — f3;.

LEMME 1.1. Pour tout r > 0,
Pyt 3 (X0 2 9] < gfm P )
i=1

< e"N, eXp{—n(rv —log By (P(?“))) }
ot P(r)(z,y) = P(x,y)e™f W) et By(r) désigne la plus grande valeur propre de P(r).

La preuve s’obtient facilement a partir de 'inégalité de Markov et de ’expres-
sion de lespérance de la somme en fonction de Popérateur P(r). La derniére ligne
découle de l'inégalité de Cauchy—Schwarz, apres avoir noté que P(r) est semblable
a la matrice autoadjointe S(r) = vE,Py/E,, ot E, = diag(exp(rf(x)).

Pour obtenir une majoration de 8y(P(r)), nous utiliserons également la théorie
des perturbations linéaires. En effet P(r) peut s’interpréter comme une perturbation

47
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de P puisque
o0 T’i ;
P(ry=P+ g EPD ,

i=1
ou D a la méme signification que dans le cas du temps continu. Donc pour r < rg,
Bo(P(r)) admet un développement en série de Taylor

Bo(P(r)) =1+ 8",
n=1

D’aprés Iexpression (1-(4.28)), ro est supérieur & e(P)/3 et les termes 5™ s’expri-
ment par les formules suivantes :

n _ [) 1
m) _ N~ (2D o v glk) . prve gks)
g =3" . > Vl!myltr[PD S pPDrSH)]
p=1 Vit tvp=n p
Ei+-thp=p—1
v;>1, k;j >0

ou S désigne la résolvante réduite de I'opérateur markovien P pour la valeur propre
let
SO = 7, SW =gk k>0

Pour un p fixé, le p-uplet solution de ’équation ki +- - -+ k, = p—1 admet tou-

jours une composante nulle. Soit [k1, - - , kp] la classe d’équivalence de (k1,--- ,kp)
pour la relation introduite dans le cas du temps continu, alors en posant Z = —S
nous obtenons
n
1
(n) — = [ gk) va ., gkp-1) p v
(1.1) B =3y V1!---Vp!<f ,Z*)pp ZUn-0) ppre),
p=1 vi+--+vp=n
[0,k1, kp_1]
Uizl, k}j 20

car pour tout opérateur M
tr(nPD"* M D"?) = tr(w D"* M D) = (f"*, M f*»).

Notons que la matrice Z n’est autre que la matrice fondamentale de la chaine de
Markov

Z=> (P"—m),

avec PY := I. L’hypothese de réversibilité de la chaine de Markov implique que
Z est autoadjoint ; par conséquent, sa norme est identique a sa plus grande valeur
propre, & savoir €(P)~!. Les deux premiers coefficients du développement en série
de Bo(P(r)) s’expriment facilement. Nous obtenons

ﬁ(l) = <f71> = 07
BP = (1/2)(f, ) + (f. ZPf)

en utilisant pour la derniére inégalité la relation Z (I — P) = I — 7. Nous montrerons
ultérieurement que 3% = 02/2 ot 02 désigne la variance asymptotique, soit

o2 = lim n_lEﬂ(i f(Xi)>2,
=1

n—roo

résultat qui est donc analogue a celui obtenu dans le cas du temps continu.
Le nombre de termes de la somme de I'identité (1.1) est

2G5

p=1
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par conséquent une majoration de 3(") est la suivante :

G0 @)

. <e<§ﬂ>)n e

=220

p=1

B(")| <

ou

Nous avons utilisé d’une part I'inégalité de Chauchy-Schwarz et I'inégalité 1/n! <
217 et d’autre part le fait que €(P) < 2.
La majoration (2-(1.11)) donne pour tout n > 3

n—1
1-n —1/2 n—1 4r
C(n) <2 {1+7r 2y ( ) ) 1}

p=1

o)
2 ()"

Pour n > 7, nous avons C(n) < (1/2)(5/2)"2; un calcul direct montre que cette
majoration reste valable pour n = 3,4,5,6. En particulier C(3) = 5/4, C(4) =
15/8, C(5) = 51/16, C(6) = 47/8. Cette majoration de C'(n) implique que pour
tout n > 3, (™ < (b?/5)(5/¢(P))"!. Par conséquent

Bo(r) <1+ e(bp)r2<1 _ 5(5;))_1 < exp{e(bp)r?@ _ E(i?;))—l}.

La fonction

2 5r —
r— Y — ——=7T 1,7)

e(P) 2( e(P)
atteint son maximum en
_ 2€(P) _eP)
b2(1 4 5v/b% + /1 + 5v/b?) 5
Pour cette valeur de 7, la derniere inégalité du lemme 1.1 conduit au résultat sui-
vant :

THEOREME 1.2. Soit (P,m) un noyau markovien irréductible, réversible, défini
sur un espace d’états G fini. Soit f : G — R telle que nf = 0, sup, |f(x)] <1 et
0 < ||fII* < b2 Alors pour toute distribution initiale q, tout n > 0 et tout 0 < vy < 1,

(1.2) [ ‘1Zf ) > 7} < N ex p[ 4b2(1n12;((§7)/b2))}’

ot (P) =1 — [ est le trou spectral de P et

L WVITz—(1—22).

h(z) = )

En particulier si vy < 2b%/5,

Pt 300 29] < 0Ny [PTEE (1 2],
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siy > 2b2/5,

n

P03 F(X0) 2 9] < e PN, exp [*mfép) (1- 25:2)}
i=1

D’autre part siy < b* et €(P) ~ 0 nous obtenons une borne asymptotique de l’ordre
de

Ny exp [—ny?e(P)/(4b%)] .

REMARQUE 1.3. Comme dans le cas du temps continu, la constante b? peut
étre majorée par 1, d’ou la majoration suivante indépendante de la variance de f

oS50 2] < P e[ 0,

REMARQUE 1.4. Le théoreme 1.2 appliqué a la fonction —f donne la méme
majoration pour la déviation inférieure. Ceci implique 'inégalité suivante :

‘1Zf

ny?e(P) }

(1.3) [ 462(1 + h(5v/b%)) 1

} <3N, exp[

car €(P) < 2.

PREUVE DE L'IDENTITE B2 = ¢2/2 : Pour cela, considérons une base or-
thonormée {¢;} constituée des fonctions propres du noyau markovien P, associées
respectivement aux valeurs propres (3; ; en particulier g = 1. Les vecteurs de cette
base satisfont les relations suivantes :

Py; = Bip;
Zpi=(1=pi) i, i >0
wa(X(])f( ) faPl Zﬁl fﬂQD'L

i>1
Prouvons la proposition suivante [1][Chap. 4 prop. 29] :
PROPOSITION 1.5. Soit S, =Y.' | f(X;) alors

lim n~! Var,S, = o < 2||f|?e(P) ",

n— oo

ot

7 = S T = 2 20 - 1P,
i>1

D’autre part pour n > 1

< 2nllfIP
«(P)

2
o (1 ne(P)) < VarsS, < no” + ||f|]* <

DEMONSTRATION. Nous avons

n~War,S, = || f|? +2Z (1= =) Ex [f(Xo) f(X1)]

A2 Y et 23, 55))

i>1 i>1
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Le dernier terme de droite tend vers zéro quand n tend vers I'infini, donc n=*Var, S,

converge vers 0'2, ou

i 1+ 5
7 =71 + 2P o = St

i>1 i>1
=2(£,Z2f) = IfI* < 2| fPe(P)~

Notons que si Sy_1 = —1 et f = pn_; alors 02 = 0. La majoration de Var,S,, —no
découle de I'inégalité

2

inf 7&(1 — A7) > —1.
—1<gi<1 (1 —3;)2 2
Nous obtenons ainsi pour n > 1,
Varr S, < 2n(f,Zf) — (n— 1)Hf||2
< 2n|lf|Pe(P)!
Pour la minoration, nous suivrons la preuve figurant dans [1]. Soit

(-8 _ 2(-Bp)  _ 2

C:= _
LS U= +8)  (=BA0(+8) ~1-B
alors
(fs i)
n 1Var7r5nf2i221 - B(Bs,n)
ou
148 BO—BY)
BB =5 = S8
> 1+5i (1 _ C)
- 2 n
1+ 6; 2
= (1‘ ne(P))’
donc

Var,S,, > no? (1 — ne(ZP))'

Notons également que

L+ 68n-1 17117

2 2
o° >
> 1P 2

(1 + ﬁNfl).
O

1.1. Algorithme de simulation. Supposons que nous voulions estimer la
moyenne 7.f := > 7(x)f(x) d'une fonction f définie sur un ensemble fini G. Une
des méthodes consistera a construire une chaine de Markov réversible de probabilité
stationnaire 7 (algorithme de Métropolis par exemple), puis de la simuler. Le pro-
bleme qui se pose alors est d’estimer le nombre de pas suffisant pour obtenir une
certaine précision. L’idée est de trouver un temps d’arrét U tel qu’a cet instant,
Xy ait pour loi la distribution stationnaire, puis de simuler la chaine a partir de
Pétat initial X7, Dans le pire cas, 7'1(2) (cf Remarque 1 section 2-(1.2)) est le temps
moyen minimum pour obtenir un échantillon de distribution 7.

Plus pratiquement, I’algorithme proposé dans [1][Chap. 4 §4.2] est le suivant :
pour un nombre réel t; > 0 et un entier n > 1,

— générons une variable aléatoire M (t1) de loi de Poisson de parametre ¢y,
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— simulons la chaine X,, pendant M (t1) + n pas,

— calculons
M(t1)+n

Sttin)= > f(Xy).
=M (t)+1

Introduisons pour un processus de Markov X;, le parametre de séparation sui-

vant :
s(t) =min{s: P(z,y) > (1 — s)w(y); pour tout z,y} .

Ce parametre fournit, dans un certain sens, une borne inférieure a la vitesse de
convergence de P(z,y)/m(y) — 1. Comme s(-) vérifie la relation s(t+u) < s(t)s(u),
nous pouvons définir le temps 71(1) suivant [1]

71(1) = min{t : s(t) <e '}
Nous utiliserons également la notation
m=e¢P) ' =(1-p)""

La variable aléatoire X,y a pour loi

oo

tk‘
Pe (X =y) = D¢ ™" 5P (w,y) = exp(=( = P)t1) (v, ),
k=0 ’

ce qui permet d’écrire 'identité suivante :
Py (Xara) =) = (1= s(t1)7(y) + s(t2)p(y),
ol p est une certaine probabilité. Il s’ensuit alors que

Py(IS(t,n) = mf1 2 If1P7) = Y a(@) B (Pxyyq,, (1S, m) —m.f1 = [1£177)

x

< s(ta) + (1= s(t1)) Pe (IS (t1,n) — 7. f| > [ £]*9)
< s(t1) + Pr(|S(t1,n) — 7. f| > || f1*7)

La définition de 7'1(1) et I'inégalité (1.3) indiquent qu’il suffira de choisir

log(6/9)]

pour que le terme de gauche de 'inégalité précédente soit inférieur a § > 0. Cet
algorithme consiste donc, avant de commencer le calcul de la moyenne empirique,
a simuler la chaine de Markov durant un temps aléatoire de loi de Poisson de
parametre t;. A la fin de cette phase “dite de chauffage”, les échantillons de la
chaine ont une distribution proche de la mesure invariante m. Plus précisément,
l’objectif cherché est de diminuer la constante N, qui peut étre tres grande, mais
égale a 1 lorsque ¢ = 7. Une autre méthode consisterait a évaluer le temps

T = mm{n . ||(7rn/7r) - 1”2 S 1/6}’

12
h=ri"10g2/0), =7

ou 7, est la distribution de X,, pour la mesure initiale ¢ [38]. Dans ce cas N,, =
ln /7l < (14 1/€%)1/2, et

T+n

P, [!n‘l S x| = ﬂ < 2eM P12,
i=T+1
Bien entendu, cette méthode suppose la connaissance du noyau P de la chaine

de Markov et de la probabilité w, éventuellement & une constante multiplicative pres.
Cette connaissance permet alors d’estimer e(P) et 7'1(1) ; se reporter par exemple a
[15] pour le cas des algorithmes de Metropolis.
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REMARQUE 1.6. En combinant les lemmes 11, 12 et 23 dans [1] et I'inégalité
(2-(1.27)) nous obtenons la double inégalité suivante :

e—1 " 11
5o 2 ST §4T2(1+§logw—*).

1.2. Borne inférieure. Par une démonstration analogue a celle utilisée pour
un processus markovien, nous obtenons le résultat suivant :

THEOREME 1.7. Soit (P, 7) un noyau markovien irréductible et réversible. Soit
f:G = R telle que ||f]|oo < a, m.f = 0 et 0® > 0. Pour tout A > 0, il eriste
des constantes k(A\) (assez petite) et K(\) (assez grande) telles que : si v/a <

KO (AR et n > K(N)(2)*, alors

2
1 Tx Yy
P.(n7"S, >7) > 2exp{n%‘Q(l +)\)},

ou m, := min, 7(z). En particulier, k(6) = 1,8107°.

2. Borne du type Chernoff dans le cas non réversible

Considérons a présent une chaine de Markov (X,,) d’espace d’états fini, mais
non nécessairement réversible. Le noyau P n’étant plus autoadjoint, nous utiliserons
son symétrisé multiplicatif

K := P*P,
ot P* désigne 'adjoint de P dans ¢%(7). Nous supposerons que le noyau K est
également irrédutible ; ainsi ses valeurs propres réelles seront de la forme :

1=8>p1>-2>Pn-12>0.
Nous voulons démontrer le théoréme suivant qui est ’analogue au théoreme 2-(1.2)

THEOREME 2.1. Soit (P, ) un noyau markovien irréductible défini sur un es-
pace d’états fini tel que son symétrisé multiplicatif soit irréductible. Soit f : G — R
telle que f = 0, sup, |f(z)| <1 et 0 < | f||* < b2 Alors pour toute distribution
initiale q, tout n > 0 et tout 0 < v < 1,

n?e(K) }

(2.1) P, [nfl ; [(X5) = 7] < Ngexp [* 862 (1 + h(57/b%))

ot ¢(K) =1— B est le trou spectral de K et

L (V1+z—(1-2/2).

h(z) = 5

En particulier si vy < 2b%/5,

R S0 2] < [ )
i=1

et pour v > 2b2/5,

Al Y10 2 9] < N[5 (1- 3))

D’autre part si v < b nous obtenons une borne asymptotique de l’ordre de
Ny exp[—nvy’e(K)/(8b%)].

PREUVE DU THEOREME 2.1. Le point de départ de la preuve est le lemme
suivant
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LEMME 2.2. Pour tout r > 0
(2.2) P, [n_lSn > 'y] < e_”quBo(T)"/z7
ot Bo(r) désigne la plus grande valeur propre de lopérateur K(r) = P*(r)P(r)
DEMONSTRATION. De facon identique au cas réversible, nous avons
Py [0S, 2 9] < eTING||P(r)" |22
= TN | P((r) ) P(r)" 5
=e " Ngy/Bon(r),

ou By, désigne la plus grande valeur propre de P((r)*)nP(r)”. Nous pouvons
conclure grace au théoreme de Marcus [40][9.H.2a] qui stipule que Bo (1) < Bo(r)™.

L’opérateur K (r) peut s’interpréter comme une perturbation linéaire de K car

(2.3) =K+ Z (Z

7DJKDZ J)
. (i —4)!

Nous en déduisons I’expression suivante des coefficients 5(™ du développement en
série de Taylor de So(r)

g =3 (=1* Y o [Tuls(kl) - ,Tups(kp)] ’
p=1 p vit+-trp=n
ki+-+kp=p—1
l/izl, ]CJZO

ou
k

1
T® =" ———=DIKD".
jz::o (k=)

Pour un p fixé, le p-uplet solution de I’équation k; + --- + k, = p — 1 admet
toujours une composante nulle, d’ou I'expression suivante avec Z = —S :

ey A=y Y (X z T

p=1 vi+-- +l/p7n J1=0 gpfo Vl _Jl) P _jp)!
(0,1, kp—1]
v;>1, ijO

(2.5) (71, K DW1=31) z(k) piz g plva=iz) ... Z(kpa)Dijf(ump»)’
En particulier,
6(1) =0
D= 20 ZKS) (L Zf) + (f KZEf) + {f. K f)
= IFI” +{f, Zf) + 3{f, ZK [)
= 4<f7 Zf> - 2||f||27

la derniére inégalité étant obtenue par l'identité Z(I — K) =1 — .
MAJORATION DES (™ : Notons d’abord que si j; = 0, le terme figurant sous
le signe somme devient

(frr, 200 piz g pWv2=i2) ... z(ke=1) Div [ f(Vp=ip))
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ot vy > 1. Il en est de méme pour jj, ; par conséquent I'inégalité de Cauchy—Schwarz
conduit aux inégalités suivantes :

n

n G(K)l_p = - 1
|ﬁ()\§||fH2ZT > Z"'Zjly...jpl(yl_jl)!...(yp

p=1 vi4-Frvp=n j1=0 Jp=0
kit thp=p—1
v;>1, k; >0

>

vit+-trp=n
ki+-+kp=p—1
vi>1, k; >0

1
Z vl

vit-trp=n
kit +kp=p—1
vi>1, k;>0

_jp)!

V1t vp

vil-- !

SRR

" 1
= IIfHQP;W

SRR

- 1
= 2n||f||2 Z W
p=1

Il apparait un terme identique a celui obtenu dans le cas réversible, au facteur 2™
pres. Ceci conduit a la majoration suivante :

g <o ()" e

e(K)
22/ 10 \n-1
= ?(E(K)) ’

d’o
4b? 107 \ 1
ﬂo(T’)Sl‘l’@T‘z(l*%) .

La fonction

2 10r \—1
rr e U )

atteint son maximum en

- ve(K)
202(1 + 5v/b2 + /1 + 57/b2)
d’ou la majoration désirée en portant cette valeur dans (2.2). ]

REMARQUE 2.3. Que peut-on dire de la vitesse de convergence lorsque le
noyau K n’est pas irréductible? L’introduction du symétrisé multiplicatif n’est
pas nécessaire dans le cas d’'un processus markovien ; par conséquent remplacer la
chaine par une version continue permettrait de s’affranchir du probléme. Pour cela
posons

Zy = XN,
ou N(t) désigne une v.a.r. indépendante de la chaine (X,,) et de loi de Poisson
de parametre 1. Le processus (Z;,t > 0) est markovien de générateur infinitésimal
—(I — P). Le théoréme 2-(1.1) fournit une majoration de la vitesse de convergence
en fonction du trou spectral du symétrisé additif.

Les valeurs propres de P étant rangées dans 'ordre décroissant suivant :

1>Re(B1) > -+ > Re(Bn-1),
nous avons les inégalités [40][Ch.9 Sect.F]

Re(B1) < B (y) < Bi(P*P)Y/2.

Néanmoins, je ne connais aucun résultat sur le lien direct entre les vitesses de
convergence de ces deux processus.
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REMARQUE 2.4. Soit p(r) la valeur propre positive, maximale en module de la
matrice P(r), dont lexistence découle du théoréme de Perron-Frobenius. D’apres
[13][théoreme 3.1.2], le logarithme de cette valeur propre vérifie la relation suivante :

log p(r) = lim n~'log E, exp(rS,),
n— oo

identité valable pour toute distribution initiale q.

L’application du théoreme de Gértner-Ellis aux chaines de Markov a espace
d’états fini [13][§3.1] conduit au principe des grandes déviations pour n=15,,, avec
pour fonction de taux

I(x) = s;qg{rx —log p(r)}.

3. Borne du type Berry—Esséen

Comme dans le cas du temps continu, il est possible d’obtenir une borne du type
Berry—Esséen pour les chaines de Markov en temps discret. Les étapes de la preuve
seront identiques a celles utilisées dans le cas du temps continu. Les techniques de
majorations s’inspireront de la preuve de B. Mann [39], excepté pour les estimations
de la valeur propre perturbée fy(w) et de |1 —u(w)]|, ol u(w) est un vecteur propre
de P(w) associé & la valeur propre fy(w).

3.1. Cas réversible : Supposons dans un premier temps la chaine de Markov
réversible, nous allons prouver le théoréme suivant :

THEOREME 3.1. Soit (P, m) un noyau markovien irréductible, réversible, défini
sur un espace d’états G fini. Soit f : G — R telle que wf =0, sup, |f(z)| < a et
o > 0. Alors pour toute distribution initiale q, tout n > 0

Ly 159al ]
‘Pq{m;f(Xi) < x} = @(m)’ < qun /2

ot ®(x) est la fonction de répartition de la loi normale et €(P) le trou spectral de
lopérateur P.

DEMONSTRATION. Pour simplifier les notations, posons S, = Y| f(X;) et

désignons P(—47), Bo(-%7) et Eqexp (495 5,) respectivement par P(w), fo(w)

et ¢4 (w). La preuve consistera a majorer ’Eq exp (ﬁ&l) —e‘“’z/z‘, puis & utiliser
I'inégalité (1-(3.2)), qui s’exprime ici sous la forme

(3.1) ‘Pq{j;ﬁ < x} — @(w)) < i/_‘:/ “Pq(w) |;|e_w2/2|dw + W\/QSTW_

Les estimations obtenues dans la section précédente conduisent a la majoration
suivante :

w2

)<

2n

o) — (1 - )| < ULl (1 Sl )1.

o3n3/2¢(P)? onl/2e(P)

D’apres le théoreme de la valeur moyenne, nous avons

2

Biw) — (1= 5y

w?

Po(w) = (1= =)

< an—l
=0 2n

)

ott § est compris entre By(w) et 1 — w?/2n. Choisissons w de telle facon que

sall{IPlwl® (,_ _ Balwl 7' _w?
o3n3/2¢(P)? onl/2e(P) ~ 4n’
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D’apres linégalité e(P)o? < 2| f||?, il suffira que

e(P)?03\/n < e(P)ov/n
30al[fI? — 15a

(3.2) W] <
Bo(w) est alors majoré par 1 — w?/4n, d’ott 'inégalité

n—1
(e sl PP
- 4n 203n1/2¢(P)?’

OJ2

(33) Bw) = (1= 2

Pour obtenir une majoration de , nous avons besoin du lemme

o (w) —e

suivant dont la démonstration figure dans [39][lemme 3.4]

—wz/Q‘

LEMME 3.2. Pour tout 0 <y < n/2,

- 1-)
n

n—1
<17£) ge*y/Q, n > 1.
n

D’aprés la condition (3.2), w? < 2ne(P)/15% < n. Par conséquent, la premiere
inégalité du lemme 3.2 conduit, pour y = w?/2, & la majoration :

2
’(1 w )n _ e—w2/2

4 3
o < wie—wz/Q < |W| e—w2/2
2n

~ 4n ~ 4y/n
tandis que la deuxiéme inégalité du méme lemme appliquée & (3.3) donne

| < Bl e
~ 203n1/2¢(P)?

)

w?

By (w) — (1 o

Nous en déduisons alors les inégalités

3 2
n _ —w2/2‘ < —w?/8 |LU| 1 15a||f||
fy(w) —e = \a T 2Py

20,13
- o oo all APl
e(P)203y/n

otl nous avons utilisé pour la derniere ligne, les inégalités o2¢(P) < 2|/ f||?, €(P) < 2
et [f]l < a.

Soit u(w) le vecteur propre de P(w) associé a la valeur propre Sy(w) et nor-
malisé par la condition (1,u(w)), = 1. L’inégalité 1-(4.24) permet d’obtenir une
majoration de |1 — u(w)||. En effet, prenons

Oa(Ix)) = 1Z]1 ("™ = 1), @3(lx]) = "™ — 1, W(|x]) = Bo(Ix]) — 1

et utilisons les inégalités alw|/(e(P)on'/?) < 1/15 et e® — 1 < 4a/3 pour = < 1/2.
Nous obtenons apres quelques calculs :

3alw|
l—uw)|| £ ———.
- u@l < spre
D’autre part, notons que la matrice P(w) n’est plus semblable & une matrice
symétrique ; le parametre de perturbation étant complexe. Cependant,

P(w) = Eiw/2 (E—iw/QPEiw/Q)Eiw/Q = Eiw/QS(w)Eiw/2v

ot S(w) est autoadjointe dans ¢?(m). Nous en déduisons que ||P(w)| < |Bo.s(w)];
Bo,s(w) désignant le rayon spectral de S(w). Or, en raison de la continuité des va-
leurs propres perturbées, pour w assez petit, Sy s(w) n’est autre que la perturbation
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de la valeur propre 1 de P. Une estimation de celle-ci peut donc s’obtenir & partir
des techniques du chapitre 1, appliquées a 'opérateur
l

0 . l ;
_ iw =D ippi-d
S(w) —P+; (QMW) ;j!(l_j)!D PD,

En particulier, nous en déduisons 'inégalité suivante :

-1
)| < Sall f|I*|w* (,  Salw|
~ o3n3/2¢(P)? onl/2e(P) ’

identique a celle obtenue, ci-dessus, pour Sy(w).
Nous pouvons ainsi écrire
|pq(w) = B3 (w)] < {a/m, P"(w)1 — G5 (w)1)]
< Noll1 = w() | (185 ()] + |Bo,s(w)])
< 3qu—w2/4%

e(P)ov/n’

olt nous avons utilisé dans la derniere ligne, I'inégalité |85 (w)| < (1 — w?/4n)" <
2
ew /4,

UJ2

2

Bo,s(w) — (1

Les résultats obtenus impliquent les inégalités suivantes :
_ .2 _ .2
(W) = e /2| < Jpg(w) = B ()] + |65 (w) — ™ /2]

allfI* ey 5, €(P)o®
< TN ¥
<3NP me SR e

all f1? —w?/8 3
——e " 3 2 .
(P20 /n" (3lw|* + 2Jw])
Il est maintenant possible de conclure la preuve du théoreme 3.1, par combi-
naison des inégalités (3.13) dans [23][p. 538] et (3.5) avec
e(P)?03\/n

W= ——7rm—.
30al| £

(3.5) <3N,

O

3.2. Cas non réversible : Dans le cas non réversible, une démarche identique
fournit I'inégalité suivante :

ey s Oall Pl 2]
15 (w) e Pl < e A= T,

a condition de supposer que
ol < o3nl/2
W< ——r——.
30all fII711 22
Nous avons d’autre part les relations
|0q(w) = B3 (W)] < Noll1 = u()||85 (@) + N[ P™ (w)(1 — u(w))]l.

Or pour tout z,y |K(w)(z,y)| < K(z,y); comme d’autre part 1 — u(w) est centré
pour la probabilité 7, nous en déduisons que

(3.6)

1P (@) (1 = w(w))|l < Br(E)?|[1 = u(w)],
d’ou
25 3alw] | Z|[||£11*

o3nl/2

Balwl|| 2] £1I?

o3nl/2

|pq(w)—e™ /2| < Nye ™ (143Jw]?) +N, By (K)™2.
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Le trou spectral du noyau K, que nous supposerons irréductible, vérifie la re-
lation

e(K) = inf{{(I - K)g.g),mg = 0,]gll = 1}.

Ceci implique que |Pg|| < \/B1(K) := p, dou || Z|| < (1—p) L. Ore(K) = 1—p? <
2(1 — p), par conséquent

2
3.7 7| <
(3.7 121 <
Appliquons alors I'inégalité (3.1) avec
W USE(K)QTLI/Q |
120al|f]1?

pour obtenir le résultat suivant :

THEOREME 3.3. Soit (P,7) un noyau markovien irréductible défini sur un
espace d’états fini, tel que son symétrisé multiplicatif K soit irréductible. Soit
f:G — R telle que mf = 0, sup, |f(z)] < a et o > 0. Alors pour toute dis-
tribution initiale q, tout n > 0

1 & 615 2 N, n
pq{m;ﬂxi) <o} - @) < nggi'g)”zn V2 S (K,

ot ®(x) est la fonction de répartition de la loi normale et €(K) le trou spectral de
lUopérateur K.

REMARQUE 3.4. La borne obtenue par B. Mann s’applique au cas d’une chaine
de Markov dénombrable satisfaisant a la condition

P
8= sup{”l;J'”;w.g = 0} <1.

Or 1Pyl = {Kg,g)? < \/B{R)lgll, par conséquent < 5. Puisque e(K) > 0,
nous en déduisons que €(K) > (1 — ).

4. Compléments

Les estimations exponentielles pour la distribution d’une somme de v.a.r indépendantes
ont été largement étudiées ; se reporter par exemple aux §4,5 du chap. III dans [45]
pour un apergu des principaux résultats. L’inégalité de Bennett [5] permet d’obtenir
le comportement Gaussien et Poissonien ; elle stipule que pour une suite X1, --- X,
de v.a.r. indépendantes centrées et bornées par a > 0, alors pour tout 0 < v < a

nag? avy
P(S, > ny) < exp{—ag h(az)}v
o h(z) = (1+z)log(l +2) —z et 62 = n~ '3 | EX?. Or pour tout z > 0,
log(1 + ) > 2 — 22/2. Dot h(z) > 2%(1 — x)/2, et la majoration suivante pour

v<a%/a:
2
P(SnZTW)SGXp _@ 1_@ .
262 o2

D’autre part, pour x > 1, h(z) > xlogx — z, d’ott pour v > 52%/a,

P(S, >ny) < eXp{—nJ (log (ZZ) - 1) }

QUESTION : Peut-on obtenir une inégalité du type de Bennett pour les chaines
de Markov ? Soit encore, avec les hypotheses du théoreme 1.2, avons nous l'inégalité

no® || flleoy
P,(S,, > ny) < CN, exp{—”f”gch< = )} ?
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Heuristiquement, soient z € G fixé et T(x) = inf{n > 0: X,, = x}, le premier
temps de retour en x. Supposons la chaine de Markov apériodique, telle que Xy = =,
et considérons

1 n  Tg(z)—

Tn(ﬂl) n
Su= > f(X)=) Z F(X) = Yi(x)
=0 k=1

k= 1= Tk 1(;17)

ou les T, (z) désignent les temps de retour successifs en x et Ty(z) = 0, par conven-
tion. Les Y (x) sont des variables aléatoires i.i.d., dont les deux premiers moments
s’expriment par :

E.Yj(z) = n(x) " n.f, Var, Yy (z) = n(x) " 'o?,

(ceci peut s’obtenir en particulier par le théoréme 3.5 et la proposition 4.6 (iii)
dans [46]). Notons que les identités précédentes sont encore valables pour toute
distribution initiale de la chaine, a condition de supposer £ > 2. La chaine de
Markov étant récurrente, T'(x) est p.s. finie. L’inégalité de Bennett s’applique et
nous obtenons, pour f de moyenne nulle, la majoration suivante :

Pa(S, 2 m) £ PAT(0) 2 7))+ - B (L) L

De la méme fagon, /7 (z)S,/(0+/n) converge en loi vers une gaussienne stan-
dard, et si E|S,|?> < oo, I'inégalité de Berry—Esséen pour les v.a.r. i.i.d. donne
[9] :

sup

3
[\/ x)Sn < } —@(t)‘ < CE,|S,|
ovn Varg[S,]3/2y/n
_ Clf (@) 2E(T (x)?
< S n
ou C' < 0,7915. Ce résultat, nous permet d’envisager une éventuelle amélioration
de la constante numérique présente dans la borne obtenue au théoreme 3.1.
Signalons les travaux de E. Bolthausen sur la borne du type Berry—Esséen
pour les chaines de Markov & espace d’états dénombrable [6]. I obtient le résultat
suivant. Soient z un état quelconque, T,, = inf{n > 0: X,, = 2} et 7 le temps de
récurrence entre deux passages successifs par x ; si

E.() <00 E, (ZT: |f|(Xi))3 < o0
E(T:) <o0 B, (TZ £1(X0)) < 0

alors,

sup

( 1/22 ) —7f) <t) ‘P(t)’:O(n—l/2>7

ol a:=F,T, et 02 :=E, (Z;l(f(Xz) — 7Tf))2 > 0.
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CHAPITRE 4

Perturbation des opérateurs linéaires

Pour étendre aux processus markoviens a espace d’états quelconque, les bornes
obtenues précédemment, la solution la plus rapide sera d’étudier sous quelles condi-
tions étendre au cas d’un espace quelconque, les techniques de perturbation des
opérateurs linéaires en dimension finie. Lors de l'estimation des coefficients du
développement en série d’une valeur propre perturbée simple, le role primordial
joué par la distance entre la valeur propre non perturbée et son complémentaire
dans le spectre, nous conduit & une premiére condition ; la valeur propre non per-
turbée devra étre isolée. Ceci n’est pas vrai en général pour un opérateur linéaire
défini sur un espace quelconque. Une deuxieme condition provient des estimations
elles-mémes, puisqu’elles font appel a la trace d’un produit d’opérateurs dans le-
quel figure toujours le projecteur propre associé a la valeur propre non perturbée
(cf I-(4.13)). Il faudra donc pouvoir définir la trace de tels opérateurs; un moyen
étant que le projecteur propre soit de rang fini et il en sera alors de méme pour
les opérateurs intervenant dans les diverses estimations. Signalons que la derniere
hypothese est naturelle pour une chaine de Markov ergodique, lorsque la valeur
propre simple considérée est A = 1. La premiere correspond a la notion de trou
spectral.

L’objectif de ce chapitre consistera & préciser ces notions et a prouver que
les hypothéses intuitives, énoncées ci-dessus, suffisent pour étendre les résultats
du chapitre 1 aux opérateurs linéaires définis sur un espace de Banach général.
Nous introduirons également la notion d’opérateurs fermés, car nous aborderons
la perturbation du générateur infinitésimal d’un semi-groupe. Ceci nous sera utile,
lorsque nous étudierons le cas d’un processus markovien.

Les résultats présentés dans ce chapitre proviennent presque exclusivement du
livre de Kato [34].

1. Opérateurs fermés

1.1. Définitions. Soient X et Y des espaces de Banach et T" un opérateur
linéaire de X dans Y. Comme T n’est pas nécessairement défini sur tout ’espace
X, on désignera par D(T) le sous-espace vectoriel sur lequel il est défini; il sera
appelé domaine de définition, ou simplement domaine de 7. Son image sera notée
R(T). Si S et T sont deux opérateurs linéaires de X dans Y tels que D(S) C D(T)
et Su = Tu pour tout u € D(S), alors T sera appelé une extension de S et S une
restriction de T'. Cette relation sera notée T' D> S ou S C T.

Pour tout sous-ensemble M de X, l'image de M N D(T') sera notée TM; pour
tout sous-ensemble M’ de Y, I'image inverse T~ 'M’ sera l’ensemble des vecteurs
u € D(T) tels que Tu € M’. Si Vopérateur T est bijectif, ce qui est équivalent &
Tu = 0 implique que v = 0, P'opérateur inverse T—! est défini par

D(T™')=R(T), R(I')=D(T)
T Y Tu) =u, we D(T), T(T 'v)=wv, ve R(T).

63
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Nous noterons dans la suite par B(X,Y) lespace de Banach des opérateurs
lindaires bornés définis sur tout X (donc D(T) = X) & valeurs dans Y. Ce sont des
opérateurs continus; la continuité en uy € D(T') étant définie pour un opérateur
linéaire T' par la condition suivante : si pour toute suite w, € D(T) telle que
lten, — uo|] = 0 alors ||Tu, — Tug|| — 0.

Un opérateur P € B(X) := B(X, X) idempotent (P2 = P) est appelé projec-
teur. Nous avons alors la décomposition

X=M®&N,

ou M = PX et N = (I — P)X. Les sous-espaces vectoriels M et N sont fermés
dans X. De fagon réciproque, une décomposition de X en somme directe de deux
sous-espaces vectoriels fermés M et N permet de définir le projecteur P sur M
parallelement & N. P est un opérateur borné (voir ci-dessous).

Parmi les opérateurs non bornés, il existe une classe importante pour les ap-
plications, a savoir celle des opérateurs fermés. Soit T un opérateur de X dans Y,
une suite u, € D sera dite T—convergente vers u € X si {u,} et {Tu,} sont des
suites de Cauchy et que u,, — u; nous noterons cette condition par wu, ? u. T

sera dit fermé si wu, ? u implique que v € D(T) et Tu = limT'u,, ; soit encore

si pour tout suite w, € D(T), telle que u, — u et Tu,, — v, alors u appartient
a D(T) et Tu = v. La différence entre un opérateur fermé et un opérateur borné
est la suivante : si T est borné alors 'existence d’une suite u,, € D(T') convergente
implique 'existence de lim Tu,,, tandis que si T" est seulement fermé la convergence
de la suite u,, € D(T) n’implique pas en général la convergence de la suite Tu,,.
Cependant si T est fermé et si u, € D(T) et v, € D(T) sont deux suites qui
convergent vers la méme limite, alors les suites T'u,, et T'v,, ne peuvent converger
vers des limites différentes. Désignons par C(X,Y) (resp. C(X)) le sous-espace des
opérateurs fermés de X dans Y (resp. de X dans X). Notons qu’un opérateur borné
est fermé si et seulement si D(T') est fermé dans X car la continuité de T implique
que Tu = v. En particulier tout T € B(X,Y) est fermé.

La propriété pour un opérateur 7' d’étre fermé peut se traduire par une propriété
sur le graphe de T'. Pour cela considérons ’espace produit X x Y muni de la norme

| (w,v)[| = (fJlull*+ ||v||2)1/2; cet espace est un espace de Banach. Le graphe G(T')
d’un opérateur T' de X dans Y est le sous-ensemble des (u, Tu) pour tout v € D(T).
G(T) est un sous-espace vectoriel de X x Y. Nous avons alors la propriété que T est
un opérateur fermé si et seulement si G(T') est un sous-espace fermé de X x Y’; en
effet T est fermé si et seulement si (u,,,T'u,) est une suite de Cauchy dans X x Y.
Le théoreme suivant [34][th. III-5.20] énonce une condition suffisante pour qu’un
opérateur fermé soit borné.

THEOREME 1.1. Un opérateur fermé T de X dansY de domaine X est borné.
Autrement dit, T € C(X,Y) et D(T) = X impliquent que T € B(X,Y).

Comme application de ce théoreme citons la preuve qu’'un projecteur P sur M
parallelement & N est borné, en prouvant que P est fermé [34][p.167].

1.1.1. Commutativité et décomposition. Deux opérateurs S,T € B(X) com-
mutent si ST = T'S. En raison des domaines respectifs de chaque opérateur, cette
définition ne peut pas étre prolongée facilement aux opérateurs non bornés. Une ex-
tension partielle est la suivante : un opérateur 7' dans X commute avec un opérateur
A€ B(X)si

AT C TA.
Cela signifie donc que deés que u € D(T'), Au appartient & D(T') et TAu = ATu.
De la méme facon la notion de sous-espace M invariant par T (i.e TM C M)
est difficile & étendre car il se peut que M N D(T) = 0. Cependant la notion de
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décomposition de T par deux sous-espaces M et N supplémentaires I'un de I'autre
peut étre étendue. T sera dit décomposable selon X = M & N si

PD(T)c D(T), TM C M, TN C N,

ou P est le projecteur sur M parallelement a N. Cette définition est équivalente a la
condition que T' commute avec P. Lorsque T se décompose comme précédemment,
nous pouvons définir les restrictions Ty, et Ty de I'opérateur T dans M et N. Ty
est alors un opérateur linéaire dans I’espace de Banach M avec D(Ty) = D(T)NM,
tel que Thyyu = Tu € M. Si T est fermé, il en sera de méme de Ty et de Ty, car
G(Tr) est lintersection de G(T) avec 'ensemble fermé M x M.

1.1.2. Résolvante et spectre. Supposons que T' € C(X), il en sera alors de méme
pour T — ¢ pour tout ¢ € C. Si T — ( est inversible avec

R(Q) = R(¢.T) = (T' - ()~ € B(X),

nous dirons que ¢ appartient & ensemble résolvant de T' (noté P(T')). La fonction
R(¢) a valeurs dans B(X) est la résolvante de T. Ainsi pour tout ¢ € P(T), R(¢)
a pour domaine 'espace X et pour image D(T'). La résolvante vérifie 'équation
suivante valable pour tout (1, (s dans P(T) :

(1.1) R(C1) — R(¢2) = (C1 — G2)R(m ) R(C2)-

La résolvante d’un opérateur linéaire possede les propriétés suivantes [34][th. 6.5 et
6.7] :

THEOREME 1.2. Supposons que P(T') soit non vide. Pour que T commute avec
A € B(X), il est nécessaire que

R(()A = AR(Q),

pour tout ¢ € P(T), et il est suffisant que 'égalité ci-dessus soit vérifiée pour au
moins un ¢ € P(T).

L’équation (1.1) conduit & la méme série de Neumann que celle obtenue dans
le cas de la dimension finie

R(¢) = (¢ ¢o)"R(¢o)"H,
n=0

[34][p.173-174]. Ceci conduit au théoréme suivant :

THEOREME 1.3. P(T) est un ensemble ouvert du plan complexe, pouvant étre
non connexe. R(C) est holomorphe sur chaque composante connexe de P(T), et
ne peut pas étre prolongé analytiquement a travers les frontiéres des composantes
connezxes.

Le complémentaire de P(T') dans ' sera appelé le spectre de T et noté X(T).
3(T) peut étre vide ou égal a C. Le théoréme suivant [34][th. 6.13] caractérise la
résolvante en l'infini :

THEOREME 1.4. Soit T € C(X), tel que P(T) contienne ['extérieur d’un cercle.
Alors seules deuz alternatives sont possibles :

- T € B(X); R(¢) est holomorphe au point { = oo et R(c0) = 0.

~ R({) a une singularité essentielle au point ¢ = oo.

Il sera donc naturel d’inclure le point { = oo dans l’ensemble résolvant de
T ou dans son spectre, selon que T' € B(X) ou non. Nous désignerons alors res-
pectivement par P(T) et ¥(T) I'ensemble résolvant étendu et le spectre étendu
de T. Comme un opérateur T' € B(X) a son spectre inclus dans le cercle centré
en lorigine et de rayon ||T'||, le théoréme 1.4 s’applique et par conséquent le point
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¢ = 0o € P(T) si et seulement si T € B(X). Donc un opérateur non borné aura tou-
jours le point a U'infini dans son spectre étendu ; si ce point est isolé dans le spectre
étendu, cela sera alors une singularité essentielle de R(¢). Si dim X < oo, les points
du spectre sont des podles de la résolvante, qui est donc une fonction méromorphe
sur C. Dans le cas de la dimension infinie, les points du spectre d’un opérateur,
méme borné, peuvent étre essentiels ; par exemple 'opérateur de translation sur ¢?
défini par Tx1 = 0,Tx, = z,_1(n > 2) est borné et de spectre le disque unité.
Cependant dans le cas des opérateurs compacts, les points du spectre non nul sont
des poles de la résolvante ; il en est de méme pour un opérateur 7' dont la résolvante

est compacte pour au moins un ¢, sinon qu’alors 0 n’appartient pas au spectre de
T.

REMARQUE 1.5. La notion de spectre d’'un opérateur peut s’étendre a un
opérateur linéaire quelconque. Si 7' admet une extension fermée T' alors P(T) =

P(T), et (T) = %(T), si T n’admet pas d’extension fermée alors P(T') est vide et
X(T) =C.

1.2. Séparation du spectre. Supposons que le spectre d’un opérateur fermé
T contienne une partie bornée Y’ séparée du reste du spectre, noté X", de telle
fagon qu’il soit possible de tracer une courbe rectifiable T' dans P(T) (ou plus
généralement un nombre fini de courbes si P(T') n’est pas connexe) qui entoure un
ouvert contenant Y’ tout en laissant ¥ & extérieur.

THEOREME 1.6. Soit X(T') séparable en deux parties ¥ et X" de la fagon
décrite ci-dessus. Alors T admet une décomposition selon X = M’ & M" de telle
facon que les spectres des restriction Ty et Ty coincident respectivement avec '
et X et que Tap € B(M'). Ainsi X(Typ) = ¥, tandis que X(Tarr) peut contenir
¢ = oo.

DEMONSTRATION. [34][p. 178] L’opérateur borné

1
P=—— [ R(()d
est un projecteur. En effet, comme la valeur de cette intégrale ne dépend que de
la classe d’homotopie de la courbe T, choisissons une autre courbe IV dans P(T)

englobant I'. Nous obtenons ainsi

= (22)2 / , /F (¢ =7 (R(C) = R(¢)) dedd!

d’aprés (1.1). D’autre part

() fe-orac=o () [@-ga=1

d’on P?2 = P. Ainsi P est un projecteur sur M’ = PX, parallelement & M’ =
(I-P)X.

Comme pour tout ¢ € P(T), PR(¢) = R(¢)P, le théoreme 1.2 implique que T'
commute avec P ; par conséquent T se décompose selon X = M’ @ M". Notons par
Ry (€) et Rpg () les restrictions de la résolvante au sous espaces respectifs M’ et
M'" (i.e Ry (C) est définie sur l'espace de Banach M’ et non pas sur X). Ce sont
les inverses respectifs de Ty — ¢ et Ty — ¢ ; ceci montre que P(T') est inclus dans
P(Tyr) et P(Thy). Mais pour tout ¢ € P(T') \ T', nous avons
(12)  R(QP = S ROR()C = —=— [ (R(Q) = R(C)) (¢ — ¢)dC’.

2 T 2 T
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Si ¢ est a 'extérieur de I', nous obtenons

ROP =5 [ RE)C-¢)ac
iT Jp

Comme le membre de droite de I'expression précédente est une fonction holomorphe
a Pextérieur de T', il s’ensuit que R(¢)P et donc Ry () peuvent étre prolongés
analytiquement a l'extérieur de I'. Le théoreme 1.3 implique que ce prolongement
analytique de Rz (¢) est la résolvante de Ty ; ainsi P(Ths) contient extérieur
de T" et donc 3(Ty+) C X', De facon similaire, si ¢ est & Uintérieur de ', 'équation
(1.2) donne

RIOP = RO+ 5= [ RICOHE=¢)7dC s

ce qui montre que R(¢)(I — P) peut étre prolongé analytiquement dans U'intérieur
de T, impliquant que X(Th») C ¥”. D’autre part, un point ¢ € %(T) ne peut
appartenir & P(Tyr) N P(Tas), car Ry (C)P + Rar(¢)(I — P) étant I'inverse de
T — ¢, cela impliquerait que ¢ € P(T). Nous en déduisons que X(M') = ¥’ et
Y(M') = %". Pour conclure, une approximation de I'intégrale par une somme finie
et 'utilisation du fait que T est fermé conduisent a 1’expression suivante :

1 1
TP=—— | TR(()d( = —— R({)dC.
iz [ TR =~ [ RO
Cette expression implique que Ty € B(M'), ce qui compléte la preuve du théoréme.
Notons également que la résolvante R({) peut s’écrire sous la forme

R(¢) = R'(¢) + R"(Q)
R(Q)=R()P,  R"(()=R()I-P)

ou R'(¢), holomorphe dans €'\ ¥/, coincide avec Ry (¢) sur M’ et s’annule sur M”
(résultats similaires pour R”(()). O

Le théoréme 1.6 s’étend facilement au cas ot 3(T') se décompose en plusieurs
parties bornées X1, - -+ , X séparées entre elles et du reste du spectre.

1.2.1. Cas d’un point isolé. Supposons maintenant que le spectre X(T") de
I'opérateur fermé T contienne un point isolé X. Les résultats précédents s’appliquent
avec X'(T) = {A}. L'opérateur Ty a donc un spectre constitué d’un seul point;
ainsi Tps — A est quasi-nilpotent (i.e son rayon spectral est nul). Le développement
en série de la résolvante de Ty convergente pour tout ¢ # A,

-1 Ty — A " = —n—1 n
Rar(Q)= (=N [T = === == (=) T = )",
C—A
n=0
est équivalent a I’expression suivante :

oo

(1.3) R(Q)=R(OP=—(-N"P=> (C-N""'D"
(14) D= (T = NP =5~ [ (=R e BX),

est un opérateur quasi-nilpotent, vérifiant D = DP = PD. D’autre part, Ras((),
étant holomorphe en ( = A, admet le développement en série suivant :
oo
Rar(€) = Y (¢ = A" R (A",

n=0
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qui est équivalent a

oo

(1.5) R'(¢)=R()IT - P)=> (¢—ArsmH!
n=0

ou

(1.6) § = Ru (NI = P) = lim R(Q)(I = P).

S est appelée la résolvante réduite de T pour le point A. L’opérateur S possede
des propriétés analogues a 'opérateur du méme type introduit dans le cas de la
dimension finie; en particulier

_ 1
- 2
STcTSeB(X), (I'-\NS=1-P, SP=PS=0.

(€= NT'R(¢)d¢ € B(X)

En combinant (1.3) et (1.5), nous obtenons

R)=—(—-N"tP— Z(g A g Z(C _ayrgnt,

n=1 n=0

expression similaire au cas de la dimension finie, sinon que la partie principale
peut contenir une infinité de termes. Néanmoins si M’ est de dimension finie, alors
Dy = Tpr — X est nilpotent et par conséquent il en est de méme de D (D = Dy
sur M’ et 0 sur M"). Dans ce cas A\ est une valeur propre de Ty qui est un
opérateur de rang fini, et donc A est une valeur propre de T. La dimension de M’
sera également appelée multiplicité algébrique de A et P sera le projecteur propre
associé & A. Notons que si dim M’ = oo, le point isolé X ne sera pas nécessairement
une valeur propre de T. Ces résultats peuvent étre étendus au cas de plusieurs
points isolés.

Les résultats énoncés ci-dessus suggerent d’étendre la théorie des perturbations
analytiques, obtenue dans le cas de la dimension finie, aux opérateurs fermés qui ont
un point isolé dans le spectre et dont le projecteur propre associé est de rang fini.
Ce sera en particulier le cas pour les opérateurs compacts (qui sont par définition
dans B(X)), les opérateurs quasi-compacts (cf définition 5-(2.1)) et les opérateurs
fermés dont la résolvante est un opérateur compact pour au moins un (p ; en effet,
le théoreme de I'image spectrale implique que le spectre de T est I'image du spectre
discret de sa résolvante par application ¢ — (¢ — (o)}, notons que le point zéro
du spectre de la résolvante est envoyé en 'infini, donc le spectre de T est sans point
d’accumulation.

2. Perturbation analytique

Considérons une famille d’opérateurs T'(y) € B(X,Y) dépendant de la variable
complexe . T(x) est holomorphe s’il est différentiable en norme pour tout x dans
un domaine du plan complexe. On a équivalence entre cette propriété d’holomorphie
en norme et 'holomorphie faible définie par : toutes les fonctions (T'(x)u, g) sont
holomorphes pour tout u € X et tout g € Y*, ou Y* désigne le dual topologique
de Y. Il est possible d’étendre cette notion aux opérateurs fermés; pour faire la
distinction nous dirons que T'(x) est holomorphiquement borné si T'(x) € B(X,Y)
et T'(x) est holomorphe dans le sens précédent.

Une famille d’opérateurs T'(x) € C(X,Y), définis dans un voisinage de x =
0, est dite holomorphe en y = 0 s’il existe un troisieme espace de Banach Z et
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deux familles d’opérateurs, U(x) € B(Z, X) et V(x) € B(Z,Y’) holomorphiquement
bornés en y = 0, telles que U(x) envoie injectivement Z sur D (T(x)) et telles que

(2.1) TO)U(x) = V()

T(x) sera dit holomorphe dans un domaine D C C s’il est holomorphe en chaque
x € D. Cette définition n’est pas ambigué, car nous déduisons des hypotheses
que T(X)U(x) € C(Z,Y) et D(T(x)U(x)) = Z, d’ou d’apres le théoreme 1.1
T(x)U(x) € B(Z,Y). D’autre part, T'(x) € B(X,Y) est holomorphiquement borné
si et seulement s’il est holomorphe dans le sens précédent ; en effet si T'(x) est holo-
morphiquement borné, il suffit de prendre Z = G(7T') muni de la norme ||(u, Tu)|| =
(JJull® + || Tul|?) 1/2, U(x)(u, Tu) = u et V(x)(u, Tu) = Tu. Réciproquement, com-
me U(x) envoie injectivement Z sur D (T'(x)), alors U(x)™! existe et a pour do-
maine D (T'(x)) et pour image Z. D’apres le théoreme 1.1, U(x)™! € B(X,Z) et
U(x)~! est holomorphiquement borné [34][VII-1.1 p. 365]; il en est alors de méme
de T'(x) = V(x)U(x)~!. Nous avons le théoréme suivant [34][th. VII-1.3] :

THEOREME 2.1. Soit T(x) € C(X) défini dans un voisinage de x = 0 et soit
¢ € P(T(0)). Alors T(x) est holomorphe en x = 0 si et seulement si pour |x|
suffisamment petit, ¢ € P(T(x)) et la résolvante R(C,x) = (T(x) —¢)™" est ho-
lomorphiquement bornée. Dans ce cas R((,x) est holomorphiquement bornée pour
les deux variables sur l’ensemble des (,x tels que ¢ € P (T(0)) et |x| suffisamment
petit (dépendant de ().

Sans faire la preuve, signalons que si R((, x) est holomorphiquement borné en
X, alors pour montrer que T'(x) est holomorphe en Y, il suffit de choisir Z = X,
R(¢,x) =U(x) et V(x) =1+ (U(x) pour vérifier (2.1).

2.1. Séparation du spectre pour une famille holomorphe.

THEOREME 2.2. Soit T'(x) € C(X) une famille d’opérateurs fermés holomorphes
dans un voisinage de x = 0. Supposons que le spectre X(T(0)) se décompose en deux
parties X' (0) et "(0) séparées par une courbe fermée T', alors T' C P(T(x)) pour
tout |x| suffisamment petit et X(T(x)) se décompose également en deuz parties
¥ (x) et £"(x) séparées par T.

Nous obtenons alors une décomposition X = M’(x) & M"(x), ou le projecteur
sur M’(x) parallelement & M"(x) est donné par
1
(22) PO = =5 [ RGO
Comme R((, x) est holomorphiquement borné en x et ¢, il en découle que P(x) est
aussi holomorphiquement borné prés de x = 0.

De cette fagon 1’étude du spectre de T'(x) est réduite & I’étude du spectre des
restrictions de T'(x) sur M'(x) et M"(x). Mais ces espaces dépendent de x ; cepen-
dant cet inconvénient peut étre évité de la facon suivante. Puisque le projecteur
P(x) sur M'(x) est holomorphe en y, il existe une transformation U(x) € B(X)
holomorphiquement bornée, inversible et d’inverse U(x)~! € B(X) également ho-
lomorphiquement borné, qui transforme P(0) en P(x) [34][1I-§4.2]

P(x) =Ux)PO)U(x)"".

Puisque T'(x) commute avec P(y), alors 'opérateur

T(x) =U)"'"TOOU(x)
commute avec P(0). Ainsi M’(0) = P(0)X et M"(0) = (I — P(0))X décompose
T(x) pour tout x. D’autre part, chercher le spectre de la restriction de T(x) &
M’(x) est équivalent & rechercher le spectre de la restriction T'(x) & M’(0) (car



70 4. PERTURBATION DES OPERATEURS LINEAIRES

T(x)P(0) = Ux)"'T(x)P(x)U(x)). En particulier si dim M’(0) < oo, alors il
en sera de méme de M'(x) car le rang de P(x) sera fini; ¥'(0) se compose alors
d’un nombre fini de valeurs propres. Supposons par exemple que le spectre de la
restriction de T'(x) & M’(0) soit constitué des valeurs propres Ap(x), h=1,---s;
si Pn(x) et Dy(x) désignent respectivement le projecteur propre et l'opérateur
nilpotent associés a la valeur propre Aj(x), nous obtenons les relations suivantes :

T(x)Pu(x) = A (X)Pr(x) + Dr(x), h=1,--s,

Py (x)P(0) = P(0)Pr(x) = Pa(x)
Dy (x)D(0) = D(0)Dp(x) = Dn(x).

D’autre part, la restriction de T'(x) au sous-espace M’(x) vérifie les relations sui-
vantes :

TO)Pu(x) = M) Pr(x) + Dr(x),  h=1,--5,
Po(x) =U)P,)U(X) ™", Dr(x) =U(X)Dr()U(x) ™"

Comme les résultats établis dans le cas d’un espace X de dimension finie s’appli-
quent & la restriction de T'() au sous-espace M’(0), la recherche des valeurs propres
(en nombre fini) de la restriction de T'(x) au sous-espace M’(x) se réduit & un
probléme en dimension finie.

2.2. Développement en série des valeurs propres perturbées. Consi-
dérons une famille T'(y) d’opérateurs fermés holomorphes dans un voisinage de x =
0, telle que T'(0) admette une valeur propre \ isolée dont le projecteur propre est de
rang fini. Pour obtenir des formules explicites permettant d’estimer les coefficients
du développement en série, selon les puissances de x, de la valeur propre perturbée
A(x) il convient de considérer le développement en série

T(X)P(O) = TM’(O)(O) + Z XnT(n)a

n>1

ott T € B(X). La relation T(x)P(0) = U(x) " 'T'(x)P(x)U(x) permet d’obtenir
le développement en série suivant

(2.3) T.(x) = T()P(x) = Tr + xT + X*T + -+,

avec T, = U(X)T(0)P(O)U (x) 7, et T3 = U ()T U (x)~".

Il n’est pas possible de considérer une telle série directement pour 'opérateur
T'(x), celui-ci n’étant pas nécéssairement holomorphiquement borné. Pour estimer
A(x) Popérateur U(x) n’a pas besoin d’étre introduit explicitement, il suffit d’uti-
liser les estimations obtenues dans le cas de la dimension finie directement pour
Popérateur T,.(x). Dans ce cas il convient de remplacer dans les diverses expressions,
les opérateurs T(™) par les opérateurs Tr("), ceux-ci étant également holomorphique-
ment bornés. D’autre part 'opérateur trace est bien défini (par ex. tr7'(x)P(x))
car les opérateurs considérés sont de rang fini [34][§I11.4.3].

Par exemple si A est de multiplicité algébrique m, la formule II-(2.5) dans [34]
devient pour |y| suffisamment petit

A0 = (T (00) = A+ 32w,

n=1
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ou

s = Ly (=17 St [Tenst 5]

m p

p=1 Vit trvp=n

Eitethy=p—1
vi>1, k>0
avec SO = —P(0), et S*) = S* pour k > 0, S étant donné par la formule (1.6).
Les résultats obtenus, dans le cas de la dimension finie, peuvent étre appliqués
également pour une autre catégorie de famille d’opérateurs T'(x); les opérateurs
fermés holomorphes de type (A) [34][VII §2.1]. Une famille T'(x) € C(X,Y") définie

pour x dans un domaine complexe Dy sera dite holomorphe de type (A) si
(1) chaque domaine D(T(x)) = D est indépendant de ¥,
(2) T(x)u est holomorphe pour x € Dy et pour tout u € D.

Dans ce cas T'(x)u admet un développement en série de Taylor pour chaque x € Dy,
en particulier si x = 0 € Dy celui-ci s’écrira

(2.4) T(x)u=Tu+xTPu+x*TPu+--, uweD.

Cette série converge pour |x| < r, r étant indépendant de u, d’autre part T = T'(0)
et les T sont des opérateurs linéaires de X dans Y de domaine D.

Une famille T'(x) holomorphe de type (A) est holomorphe dans le sens général
introduit auparavant [34][p. 375]. Plusieurs criteres, permettant d’affirmer qu’une
famille d’opérateurs T'(x) est holomorphe de type (A), figurent dans [34][VII-§2].
Un de ces criteres est le suivant :

THEOREME 2.3. Soit T un opérateur de X dans Y admettant une extension
fermée. Soient T n = 1,2,--- des opérateurs de X dansY dont les domaines
contiennent D := D(T), tels que

I7Vu]l < e (aljull +B|Tul), weDn=1.2

pour des constantes positives a,b,c. Alors la série (2.4) définit un opérateur T(x)
de domaine D pour x| < 1/c. Si|x| < (b+c)~t, T(x) admet une extension fermée
T(x) qui est holomorphe de type (A).

Notons que si T(™ = 0, pour tout n > 2, ¢ pourra étre pris égal 0 si
ITDu]| < allul + bl|Tull.

Supposons maintenant que le spectre X(T") puisse étre scindé en deux parties
par une courbe fermée I'. Alors d’apres le théoreme 2.2, le spectre 3(7T'(x)) est
également constitué de deux parties séparables par ' pour |x| suffisamment petit.
Dans le cas d’une famille d’opérateurs holomorphes de type (A), il est possible
d’estimer l'ordre de grandeur de |x|. En effet posons A(x) = T'(x)—T, nous obtenons
alors

IACOull < IXI(1 = elx) ™ (allull + 0 Tul)), weD

IR TOON < IR (1 = al)IRE T = b0OITRE T, ¢ € P(T)

avec a(x) = a|x|(1 — c|x|)7* et b(x) = bx|(1 — c|x|)~*. Nous avons utilisé le fait
que R(¢,T) est un opérateur borné, ce qui permet dans la deuxiéme inégalité de
sortir le vecteur u des diverses normes.

Par conséquent, la séparation du spectre est conservée des que

. -1
(2.5) IX| <o = rglelg(aHR(C,T)ll +OTR(C T)| +¢)
et le projecteur P(x) donné par la formule (2.2) est alors holomorphe en x. En

particulier, si la partie du spectre de T, a 'intérieur de I', est constituée exclusive-
ment d’'un nombre fini de valeurs propres, ’existence d’un développement en série
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pour T'(x) rend possible I'application directe des résultats obtenus dans le cadre
de la dimension finie. Il n’est donc pas nécessaire de remplacer les (" par T, T(n).
Ceci vient du fait que malgré le caractére non borné des T, la résolvante de
Popérateur perturbé T'(x) admet un développement en série, comme dans le cas de
la dimension finie (seconde série de Neumann). En outre, les formules d’estimations
des coefficients du développement en série, de la valeur propre perturbée, ne font
apparaitre que des termes de la forme TP, T D = T PD, qui sont tous des
opérateurs bornés. Notons néanmoins, que l'utilisation de la trace ne peut se faire
que sur des opérateurs de rang finis, en particulier celle-ci ne peut porter que sur
des termes dans lesquels figure le projecteur propre P.

2.3. Opérateurs non bornés dans un espace de Hilbert. Les résultats
précédents se simplifient dans le cas X = H ou H est un espace de Hilbert et T' =
T'(0) est un opérateur normal. Rappelons d’abord, quelques définitions et propriétés
des opérateurs linéaires définis sur un espace de Hilbert. Pour tout opérateur linéaire
T défini sur un espace de Hilbert H, le domaine numérique (numerical range) O(7T)
est défini comme l’ensemble de tous les nombres complexes (T'u, u), ot u varie dans
D(T) avec ||u|| = 1. En général, ©(T) n’est ni ouvert ni fermé, méme lorsque T est
fermé. Cependant Hausdorff a prouvé que ©(T') est un ensemble convexe. Soit I la
fermeture de ©(T) et A le complémentaire de T' dans C. A est alors un ensemble
ouvert connexe, sauf lorsque I' est une bande bornée par deux lignes paralleles.
Dans ce cas, A est formé de deux composantes connexes A7, Ay qui sont des demi-
plans. Le théoréme suivant, prouvé dans [34][V-§3.2 Th 3.2], caractérise A pour un
opérateur fermé :

THEOREME 2.4. SoientT € C(H) et T, A, Ay, Ay définis comme précédemment.
Pour tout ¢ € A, R(T — () est fermé, dimN(T — () = 0 (ou N(T) désigne le
noyau de T) et codimR(T — ) est constante, sauf pour le cas spécial mentionné
ci-dessus, ot codimR(T —() est constante dans chaque composante connexe Ay, As.
Si codimR(T — ) = 0 pour ¢ € A (€ € Ay, ou ¢ € Ay) alors A (Aq, ou As) est
un sous-ensemble de P(T) et |R(¢,T)| < 1/dist(¢,T).

COROLLAIRE 2.5. Si T € B(H), alors X(T) est un sous-ensemble de la ferme-
ture de ©(T).

L’opérateur adjoint d’un opérateur linéaire T' est un opérateur S tel que
(9,Tu) = (Sg,u), u e D(T), g € D(S).

Il peut cependant y avoir plusieurs opérateurs adjoints pour un méme opérateur 7.
Néanmoins si T' a un domaine dense dans H il existe un unique opérateur maximal
T adjoint de T Ceci signifie que tout opérateur S adjoint de T" est une restriction
de T™. Dans ce cas T sera appelé adjoint de T. On démontre que T™ est toujours
un opérateur fermé, méme si T n’est ni fermé ni & extension fermée, mais il se
peut que D(T*) = {0} [34][III-§5.5]. Soit T' un opérateur fermé dans H et T* son
adjoint, alors P(T™) et X(T™*) sont les images respectives de I’ensemble résolvant et
du spectre de T par I'application z — Z et

R(¢,T*) = R(¢,T)",  ¢eP(I).

Un opérateur T sera appelé autoadjoint si 7% = T. Dans ce cas son spectre
3(T) est inclus dans IR ainsi que O(T'). Sa résolvante est un opérateur normal

(borné), car R({)* = R(C) et R(¢Q)R(¢") = R(¢")R(¢) pour ¢ # ¢’'. Un opérateur
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autoadjoint et sa résolvante vérifient les relations suivantes :
(T = Q)ull? = (T = ReQ)ul|* + (Im¢)?||ul|?

(2.6) [R(O)]| = 1/dist(¢, 2(T)) < [lm¢|~*
ITR(C) = sup [A[A—¢|7!
AeX(T)

Supposons maintenant que X(7") contienne un point isolé A, alors le projecteur
propre P, la résolvante réduite S et I'opérateur quasi-nilpotent D sont également
autoadjoints. En particulier ceci implique que D = 0 et par conséquent que \ est
une valeur propre de T. De plus, nous avons I'identité suivante :

IS =1/d, ot d=dist(\,S(T) \ {A}).

Comme en dimension finie, il est possible de construire un opérateur autoadjoint
a partir d’un opérateur 7" fermé de domaine dense dans H. En effet selon le théoreme
de Von Neumann [34][V-§3.7], Popérateur T*T est autoadjoint dans H et D(T*T)
est un noyau (traduction du terme anglais core) de T. D est appelé noyau de T si
lensemble des éléments {u, T'u} pour u € D est dense dans le graphe G(T'). Si D
est un noyau de T alors D est dense dans D(T) et la fermeture de la restriction de
T a D est égale a T.

Un opérateur T, non nécéssairement borné, est dit normal dans H si T est
fermé, de domaine dense dans H et T*T = TT™*. Si T est normal, alors pour tout
uw € D := D(T*T) = D(TT*) nous avons ||Tu|| = ||T*u|. D’autre part, D étant
un noyau de T et T* donc dense dans D(T) et D(T*), nous en déduisons que
D(T) = D(T*) := D1(D D), dou | Tu|| = || T*u|| pour tout v € D;. Comme dans
le cas d’un opérateur autoadjoint (qui n’est qu'un cas particulier d’un opérateur
normal), la résolvante est un opérateur normal et vérifie les mémes relations. Si
le spectre de T contient un point isolé A, alors le projecteur propre associé, la
résolvante réduite S et 'opérateur nilpotent D sont normaux. Ceci implique que
D = 0 donc que A est une valeur propre de T

Si dans les hypotheses du théoreme 2.3, 'opérateur T est supposé normal, alors
la condition (2.5) devient

ro 1= min(a sup [N =7+ bsup | N[N ¢ + c)
cel'\ yex(m)
Considérons le cas d’une valeur propre isolée A de T, il est approprié de prendre
pour courbe T" un cercle centré en A et de rayon d/2 ol d désigne la distance de A
au reste du spectre de T. Alors [N — (|7t < 2/d et |[N[|N —¢|7 < 1+|¢[|N —¢|7 <
1+ (]A +27d)2d= < 2+ 2|\[d™1, pour X € X(T) et ¢ € T. 1l est alors possible
de minorer ry par
ro > [2(a+bA)d " +2b+¢] .

3. Le cas des semi-groupes

Les noyaux de transition d’un processus de Markov en temps continu, défini
sur un espace mesuré (X, F,7) est un semi-groupe de contraction agissant sur
I’espace de Banach X des fonctions mesurables bornées. Le générateur infinitésimal
du semi-groupe sera noté —A donc P, = exp(—tA). Ceci nous amene a I’étude des
semi-groupes bornés et a des perturbations des générateurs de ces semi-groupes.
Un semi-groupe U (t) est défini par la limite suivante :

U(t) :=e ;= lim <I + tA) .
n— o0 n

Cette définition est valable méme lorsque 'opérateur A est non borné puisque (I +
%A)_1 est la résolvante de —A & un facteur pres, qui est donc un opérateur borné
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pouvant étre réitéré. Dans [34], il est prouvé que la limite précédente existe dés que
les conditions suivantes sont vérifiées :
(1) A eC(X) et D(A) est dense dans X.

(2) Texiste B € R tel que 'intervalle (8, 0o) appartienne & I’ensemble résolvant
de —A et la résolvante vérifie 'inégalité

A+ <M =8 ¢>8, k=123,
ou M est une constante indépendante de ¢ et de k.

L’ensemble des opérateurs A satisfaisant aux conditions (i) et (ii) ci-dessus sera
noté G(M, ). Nous obtenons alors la majoration suivante :

U@l = lle™*| < Me™,

et le nombre 8 = lim;_, .t !log| exp —tA| est appelé le type du semi-groupe
{e7*}. Lorsque ||U(t)|| < 1, le semi-groupe {U(t)} est dit de contraction. Par
exemple le générateur du semi-groupe associé au noyau de transition d’un processus
markovien appartient a G(1,0).

Si g > 0, la norme du semi-groupe n’est pas uniformément bornée ; un tel semi-
groupe est dit quasi-borné. Ils sont également fortement continus en 0, i.e pour tout
u€ X, U(t)u — 0 quand ¢t \, 0, et

%U(t)u =-U({t)Au=—-AU({t)u, t>0, ue D).

D’autre part, le demi-plan complexe Re( > 3 appartient a I’ensemble résolvant de
—A et la résolvante correspondante s’exprime par la formule

A+t = /Oo e Ste AL, ReC > 6.
0

3.1. Perturbation analytique d’un semi-groupe quasi-borné. Le théo-
réeme suivant affirme qu’'un semi-groupe quasi-borné, perturbé par un opérateur
borné, reste un semi-groupe quasi-borné ; sa démonstration figure dans [34][Th 2.1
IX-§2].

THEOREME 3.1. Soient A € G(M,8) et A € B(X). Alors A+ A € G(M, B+
M]||A]|) et e " AXA) est une fonction entiére de la variable compleze x.

Il est possible, dans le cas d’un semi-groupe de contraction, d’obtenir un résultat
plus général. Nous dirons qu’un opérateur A est relativement borné par rapport a
Vopérateur T' (ou plus simplement T-borné) si D(T") C D(A) et

[Aul| < allull + | Tull,  we D(T),

ou a et b sont des constantes positives. La plus grande borne inférieure by de 1’en-
semble des constantes b admissibles dans 'inégalité précédente est appelé la T-borne
de A. Plus b sera choisie proche de by plus a sera grande; il est donc en général
impossible de prendre b = by. Nous avons [34][Th 2.7 IX-§2]

THEOREME 3.2. Sotent A € G(1,8) et A € G(1,8"). Supposons que A soit
relativernent borné par rapport ¢ A avec une A — borne < 1/2. Alors A+ A €

Gg(1,8+p).

REMARQUE 3.3. Si X est un espace de Hilbert H, la borne 1/2 pour la condition
du théoreme 3.2 peut étre remplacée par 1.

Soit un semi-groupe markovien engendré par —A qui agit sur ’espace de Hilbert
H := L?(r). Ce semi-groupe est de contraction et 0 est une valeur propre de A.
Supposons que 0 soit un point isolé du spectre de A et désignons par E; le projecteur
propre associé. L’espace H admet alors la décomposition H = M’ @ M", ou M’ =
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E.H et M" = (I —E;)H. Soit A” la restriction de 'opérateur A sur le sous-espace
M"; c’est un opérateur linéaire fermé sur 'espace de Hilbert M” et son domaine
est dense dans M"'. Plus précisément A” géneére un semi-groupe de contraction. Soit
w le type du semi-groupe engendré par A”, nous avons w < 0. Lorsque w < 0 nous
obtenons pour tout f € D(A”)NM" I'inégalité || P, f|| < exp(—|wl|t). Dans ce cas le
spectre de P; — E; est, pour tout ¢ > 0, strictement inclus dans le cercle unité.

Si A est autoadjoint, alors son spectre est inclus dans la droite réelle positive, il
existe donc un 8 > 0 tel que X(A”) C [8,00), par conséquent A” € G(1,—0). Dans
ce cas pour tout f € D(A”)N M" nous avons

1Pl < e,
Le nombre positif 5 s’exprime par la relation

B =imf{(A"f, /)/IfII*; f € DIN")n M", f # 0},

i.e que le domaine numérique O(A”) (qui est inclus dans I’axe réel positif) est borné
inférieurement par . Ceci implique bien que X (A”) est borné inférieurement par
B. En effet si un opérateur T autoadjoint vérifie

(Tu,u) > B(u,u), u € D(T),

alors ’ensemble ouvert A complémentaire de la fermeture de ©(T') est connexe
et contient tous les nombres réels ¢ < f, ceux-ci sont donc inclus dans P(T") (cf
théoréme 2.4). Ainsi X(T') est borné inférieurement par Oy, > 8. D’autre part si
3(T') est borné inférieurement par Sy, alors U'opérateur 77 = T — By a un spectre
inclus dans l'axe réel positif, donc pour tout a > 0 nous avons ||(T’ +a) 7t = a1
d’apres la relation (2.6). Pour tout u € D(T'), nous obtenons |lu| < o= |(T" +a)ul|
d’ott
lull* < a7 2|| T ul|* + 207 (2w, w) + ||ul®
0 <a Y Tu||? + 2(T"u, ).

Pour conclure, il suffit de faire tendre « vers l'infini; ce qui conduit & (Tu,u) <
Bs(u,u). Ainsi T est borné inférieurement et 5 > Byx. Nous en déduisons que
Bs = B. Notons également que A” est inversible, A”~! € B(H) et ||[A"7!] < B.

Si A n’est pas autoadjoint, un raisonnement identique a celui employé dans la
section 1 montre que pour tout f € D(A”) N M", nous avons également

||Ptf|| < e_ﬂta

B =inf{((A"+A")/2f, /) /IfI% f € DIN") n M”, f # 0.
L’opérateur fermé A ayant un domaine dense dans X, il admet un unique opérateur
adjoint. Un espace de Hilbert étant réflexif, A* possede également un domaine
dense [34][th. III-5.29]. D’apres les propriétés de la résolvante de 1'adjoint d’un
opérateur, énoncées dans la section 2.3, nous en déduisons que si A € G(1, 8) alors
A* appartient également & G(1, ). D’autre part pour un espace de Hilbert il est
possible d’identifier H et H* donc A+ A* est autoadjoint de domaine D(A)ND(A*)
dense dans H.

Supposons maintenant que dim M’ < oo et considérons la perturbation A(y) :=
A —xAou A€ (1, ) est relativement borné par rapport a A,

[Aull < allul| +b|Tull,  we D(A).

Selon le critere (2.3), la famille d’opérateurs A() est holomorphe de type (A) pour
tout | x| < b1, et d’apres (2.5) la séparation du spectre de A est conservée si,

x| < ro = min (al| R(C, A)]| + BITR(C M)
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En général le théoreme 3.2 ne s’applique pas pour y < 0. En effet, pour avoir yA €
G(1,8), il n’est pas en général possible de choisir y < 0. L’hypothese supplémentaire
XA € G(1,8) pour tout x € Dy, ot Dy est un domaine de € inclus dans le disque
Ix| < b1, permet de conclure que pour tout x € Do, —A(x) engendre un semi-
groupe. Lorsque A est borné, il suffit d’appliquer directement le théoréeme 3.1.

Il est alors possible d’utiliser les estimations de la moyenne pondérée des valeurs
propres perturbées issues de 0, telles qu’obtenues en dimension finie.



CHAPITRE 5

Rappels sur les chaines de Markov

Soit (X, F) un espace mesurable quelconque, la fonction P(.,.) définie sur X x F
sera appelée fonction de transition si

(1) Pour chaque z fixé, P(x,.) détermine une probabilité.
(2) Pour chaque A € F, P(., A) détermine une fonction mesurable.

Cette fonction de transition définit une chaine de Markov homogene. Il est
alors possible de construire pour chaque instant n et pour tout état xzg, la loi de
probabilité de I’évolution de la chaine & partir de l'instant n (cf [44], théoréme
de Tonescu Tulcea) ; cette probabilité que nous désignerons par P, est définie sur
(Q,A) = (X, F)N, ot Q est I'ensemble des suites (zg,z1,--- ), z; € X, et A la tribu
produit. La valeur de P, sur tout pavé [[, F, est égale a

|:HF :| —lFo ) P(x17dx2)~-~ P(fol,wT),

Fy Fr
pourvu que T soit tel que Fy,, = X, si m > T. Si p(.) est une probabilité sur (X, F),
alors la formule

P(A) = /X P, (A)p(dz)

définit une probabilité sur (Q, A).
Une fonction de transition P(.,.) sur (X, F), définit un endomorphisme positif

/dey

sur Pespace de Banach B(X, F) des fonctions mesurables bornées muni de la norme
Il = sup, |f(z)]. Comme P1 =1, on a || P|| = 1. D’autre part la formule :

pP(F) = [ w(do)P(a,F),

ou F varie dans F, définit un endomorphisme positif (opérant & gauche) sur 'espace
de Banach M (X, F) des mesures bornées sur (X, F). De plus dans la dualité des
espaces B(X,F) et M(X,F) établie par la forme bilinéaire pu(f) = [ p(dz)f(z),
les opérateurs P sont transposés 'un de 'autre : u(Pf) = puP(f), quels que soient
f e B(X,F)et ue M(X,F). Notons que M(X,F) est muni de la norme duale,
ou norme de la variation totale

||l := sup ‘/u(dx z)| = sup p(A) — inf_u(A).
FilfI<t AeF AeF
Une fonction de transition définit donc, par l'intermédiaire de l'opérateur P, un
systéme dynamique sur 'espace M (X, F) ou B(X,F),; un systéeme dynamique
étant défini par un triplet (7, X, d), ot (X, d) est un espace métriqueet T': X — X,
un opérateur continu. Une propriété importante d’un tel systéme dynamique est la
structure des trajectoires 7%z : k € IN ou z est la condition initiale. Dans le cas

7
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d’une chaine de Markov, posons P(™ (x,A) = P(X, € A|Xy, = ), alors nous
obtenons

POV (4 = / P (y, 4)P(x, dy).
X

uP"(F) = / u(dz) P (z, F).

L’étude du comportement asymptotique de P(™) (z, A) et de lexistence d’une pro-
babilité invariante 7 pour la chaine de Markov est 'objet de la théorie ergodique.
Un premier mode de comportement, en rapport avec la loi des grands nombres,
porte sur l'existence d'une limite de la suite p,, = n~'u(P + P2+ --- + P™) pour
tout p. Cette convergence forte de la moyenne de Cesaro des P*, pour la norme
définie sur M (X, F) est 'objet du théoréme ergodique en moyenne. Notons que si
m = limy,_ o0 i, alors 7P = 7, m est donc une probabilité invariante. Un autre
résultat plus fort, connu sous le nom de théoréme ergodique uniforme [52] ou
théoréme ergodique fort [44], concerne la convergence en norme des itérés de P.
Il implique comme précédemment ’existence d’une probabilité invariante 7, mais
cette fois indépendante de la mesure initiale p. Deux approches permettent d’ob-
tenir des conditions nécessaires et/ou suffisantes sur la fonction de transition, pour
que le théoreme ergodique uniforme soit vérifié : une approche probabiliste traitée
dans [41] et dans [17] et une approche opérateur développée dans [52] et [44].

L’emploi des termes “ergodique” et “ergodicité uniforme” dans le contexte
des chaines de Markov peut porter a confusion, selon que nous étudions le com-
portement asymptotique de P (z, A), celui de la moyenne de Cesaro des itérés
de P ou une transformation laissant invariante une mesure fixée a priori. Par
exemple dans [41], une chaine de Markov sera dite uniformément ergodique si
sup, ||P™(z,-) — 7| — 0 quand n — oco. Cette propriété est un cas particulier
du théoréme ergodique uniforme, puisqu’il implique ’apériodicité et 1'irréductibilité
de la chaine. De méme, les propriétés mélangeantes d’une chaine de Markov font
référence a l'ergodicité d’une chaine de Markov stationnaire (la distribution initiale
étant alors la probabilité invariante 7) lorsque la tribu des événements invariants
(ou asymptotiques) par l'opérateur de translation est triviale. Dans la suite, nous
utiliserons le terme d’ergodicité uniforme conformément a la définition donnée dans
[41].

1. Point de vue probabiliste

Une chaine de Markov définie sur un espace d’états dénombrable vérifiera le
théoreme ergodique uniforme et admettra une unique probabilité invariante si elle
est irréductible, récurrente et positive. Dans ce cas, la condition d’irréductibilité se
définit a partir de la relation d’équivalence définie entre deux états quelconques par,
x +> y si et seulement 8’1l existe n(z,y) € IN et m(y,z) € N tels que P™(z,y) > 0
et P™(y,z) > 0. Une chaine de Markov sera dite irréductible sur X dénombrable,
si X contient une seule classe d’équivalence. Malheureusement, cette relation ne
peut pas se définir pour une chaine de Markov définie sur un espace quelconque,
car P(z,{y}) est en général nul. Le concept similaire, développé dans [41] est celui
de p-irréductibilité. Pour cela introduisons les notations suivantes :

T4 :=min{n >1: X, € A}, AeF,
L(z,A) = Py(14 < 00), reX,AeF.

DEFINITION 1.1. Une chaine de Markov X sera dite o-irréductible s’il existe
une mesure o-finie ¢ sur F telle que L(z, A) > 0 pour tout = € X dés que p(A4) > 0.
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L’hypothese de p-irréductibilité signifie que les ensembles non négligeables pour
la mesure ¢ sont toujours accessibles, indépendamment du point initial. La propo-
sition 4.2.2 dans [41] prouve que si X est @-irréductible, il existe une mesure
maximale telle que X soit 1-irréductible; i.e. que toute mesure ¢’ telle que X
soit ¢’-irréductible est absolument continue par rapport a ¢ (¢ < ). D’autre
part si ¢¥(A4) = 0, alors ¥{y : L(y,A) > 0} = 0. Par conséquent il est toujours
possible d’étendre la mesure ¢ de telle fagon que les ensembles négligeables (pour
la mesure 1) ne soient pas accessibles, avec probabilité un. Nous désignerons par
Ft:={BeF:4(B) >0}

Comme dans le cas dénombrable, la récurrence se définit en fonction du nombre
de passages 14 de la chaine dans un ensemble A

o0

na=» 1(X, € A).
n=1
DEFINITION 1.2. (1) Un ensemble A est dit uniformément transient s’il

existe M < oo tel que E,[na] < M pour tout € A. Si A € F peut étre
recouvert par un nombre fini d’ensembles uniformément transients alors
A sera appelé ensemble transient.

(2) Un ensemble A sera dit récurrent si F,[na] = oo, pour tout x € A.

(3) Une chaine de Markov X sera dite récurrente si elle est y-irréductible et
E.[na] = oo pour tout z € X et tout A € F*t

(4) Une chaine de Markov X sera dite transiente si elle est i-irréductible et
X est un ensemble transient

Selon le théoréme 8.2.5 dans [41], si X est ¢-irréductible, alors elle est soit
récurrente, soit transiente. Nous obtenons donc un résultat analogue aux chaines
de Markov irréductibles définies sur un espace dénombrable.

Ces notions, comme dans le cas dénombrable, impliquent ’existence d’une me-
sure invariante pour la chaine, condition nécessaire pour que les théoremes ergo-
diques soient vérifiés. En effet d’apres le théoréme 10.4.4 dans [41] la récurrence
de la chaine implique V'existence et 1'unicité (& une constante multiplicative pres)
d’une mesure invariante. Si la mesure invariante est finie, nous dirons que la chaine
est récurrente positive.

Historiquement, I'une des conditions, garantissant I’ergodicité uniforme pour
une chaine de Markov, est la condition de Doeblin. Cette condition introduite,
en 1937, par Doeblin est traitée en détail dans [17]. Cette condition impose une
certaine uniformité en z, sur la petitesse de P(z, A) pour des petits ensembles A.
La condition de Doeblin est la suivante :

HypoTHESE (D) : Il existe une mesure ¢ finie sur (X, F) telle que ¢(X) > 0, un
entier v > 1 et un réel positif ¢, tels que

PW(z,A)<1—¢ si @A) <e

Cette condition peut aussi se formuler de la fagon suivante [41][ §16.2] :
1l existe une probabilité ¢, un entier m, e < 1, > 0 tels que pour tout x € X

(A) > e = P™(z, A) > 6.

La condition de Doeblin n’implique pas la @-irréductibilité; en effet d’apres la
proposition 4.2.1 dans [41] la ¢-irréductibilité est équivalente & : pour tout x € X,
des que p(A) > 0 il existe un entier n(x, A) > 0 tel que P™ (z, A) > 0; alors que
I’hypothese (D) ne porte que sur les ensembles vérifiant p(A) > e.

La condition de Doeblin sera traitée en détail ci-dessous, en raison de son équi-
valence avec la propriété de quasi-compacité de I'opérateur markovien P, propriété
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utilisée dans ’approche opérateur du théoreme ergodique uniforme. Un opérateur
linéaire P sera dit quasi-compact, s’il existe un itéré P™ de P dont la distance a
Pensemble des opérateurs compacts est strictement inférieure & 1 (cf définition 2.1).
Cette condition implique également certaines propriétés du spectre de P, qui per-
mettront d’étendre a cet opérateur la théorie des perturbations développée en di-
mension finie. Nous montrerons qu’une chaine de Markov apériodique, 1-irréductible
et satisfaisant ’hypothése (D) est uniformément ergodique. En réalité, il y a équi-
valence entre ces deux propriétés [41][th. 16.2.3].

La récurrence peut également se définir d’une fagon différente, qui conduit a
la notion de chaine Harris récurrente. Un ensemble A sera dit Harris récurrent si
Q(z,A) := Py(na = 00) = 1 pour tout z € A. Une chaine de Markov sera dite
Harris récurrente si elle est t-irréductible et si chaque ensemble de FT est Har-
ris récurrent. La proposition 9.1.1 dans [41] prouve que si L(xz, A) = 1 pour tout
x € A, alors Q(z,A) = L(x, A) pour tout x € X et donc A est Harris récurrent.
Ceci signifie que la définition d’une chaine Harris récurrente en fonction de @
est équivalente a une définition en fonction de L. Un ensemble Harris récurrent
est récurrent, donc la condition de Harris récurrence est plus forte que celle de
récurrence. Réciproquement, d’apres le théoréme 9.1.5 dans [41], si une chaine X est
récurrente alors 'espace d’états X se décompose en X = H | J N, ol N est transient
et ¢-nul (i.e. (N) = 0) et H est absorbant (i.e P(z, H) = 1,2 € H), non vide et tel
que tout sous-ensemble de H (| F T est Harris récurrent. Par conséquent une chaine
récurrente differe d’une chaine Harris récurrente seulement par un ensemble ¢-nul.
Pour un espace dénombrable, NV est vide et donc une chaine récurrente est Harris
récurrente. Les conditions de récurrence et de Harris récurrence impliquent une pro-
priété d’ergodicité en convergence forte ; implication énoncée par le théoreme 13.3.4
dans [41]

THEOREME 1.3. (1) Si X est Harris récurrente et positive de période d >
1 alors pour toute distribution initiale A
d—1
ld=" > AP — x| -0, n— oo,

=0

(2) Si X est positive récurrente de période d > 1 alors il existe un ensemble
N 7-nul tel que pour toute mesure initiale A vérifiant A(N) = 0
d—1
|d* Z APYF w0, n— oo.
i=0
1.1. Condition de Doeblin. Nous allons étudier le comportement asymp-
totique de P(”)(a:,A), lorsque la condition de Doeblin est satisfaite, et plus par-
ticulierement, le partitionnement de l’espace X en sous-ensembles absorbants de
mesure non nulle par rapport a .
Notons que si (D) est satisfaite pour un triplet (¢, v, €), alors elle est satisfaite
pour tout n > v, car si p(A) <,

Pz, A) = /P(”)(y,A)P(m) (z,dy) < (1 —e)PM(2,X)=1—ce.

DEFINITION 1.4. Un ensemble E sera dit consécutif & zq si pour tout n > 1,
P (x4, E) = 1. La condition (D) implique que, si un ensemble E est consécutif &
un point de X, alors p(E) > e. Un ensemble E sera dit invariant s’il est consécutif
a chacun de ses points.

Un ensemble consécutif & un point zg est donc un ensemble accessible de ce
point des la premiere transition, avec probabilité un. Cette définition est plus stricte
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que la définition d’un ensemble E accessible a partir de {z¢} donnée dans [41][p.
91]. Un ensemble invariant est récurrent, il est soit vide soit de mesure p(E) > €. Si
F est consécutif & xq et si F,, désigne ensemble des y € E tels que P("™) (y, E) <1,
alors E \ F, est consécutif & xo, car sinon P (zy, F,) > 0 pour un certain m et
alors

1=P(m+")(xo,E)=/ P (y, BYP™ (wo,dy) + | P (y, B)P™ (o, dy)
F, Fg

< P (zq, Fy) + P (2, E\ F,)
=P (2, E) =1

Intuitivement, ceci signifie que, si partant de zg, la trajectoire de la chaine arrive
dans F,,, alors au bout de n + 1 étapes, la probabilité de sortir de E est non nulle,
en contradiction avec la définition de E. Donc si E est consécutif a un point, il

contient I’ensemble non vide invariant A = (;° (E \ Fn) Notons que I’hypothese

(D) n’intervient que pour assurer que les ensembles consécutifs, & un point donné,
sont de p-mesure non nulle.

DEFINITION 1.5. Un ensemble invariant sera dit minimal, s’il ne contient aucun
sous-ensemble invariant non vide de p-mesure non nulle.

Chaque ensemble invariant E contient un sous-ensemble minimal. En effet,
celui-ci s’obtient en prenant la limite inférieure de la suite, décroissante par inclu-
sion, des sous-ensembles invariants inclus dans F, celle-ci étant de ¢-mesure non
nulle, car minorée par e.

Si Ey et Ey sont invariants, alors Fq Fs est invariant ; en particulier si Fq est
minimal, alors Fy F5 est minimal et donc ¢(E;) = ¢(FE; E2) & moins que Ey Ey = (.
Ainsi deux ensembles minimaux sont soit disjoints, soit different d’un ensemble de
p-mesure nulle. Soit Fq, Es, - -+ | une énumération d’ensembles minimaux non vides,
alors o(E,E;) =0 (1 # j), ¢(E;) > €, et si E est minimal, il differe d’un certain
E; d’au plus un ensemble de p-mesure nulle. Il y a donc au plus ¢(X')/e ensembles
minimaux dans X.

Posons I = X'\ |J; Ej, alors pour tout z € X, limsup pm (z,U, Ej) > 0, car
sinon F' serait consécutif a x, en contradiction avec sa construction. Ainsi toute
trajectoire du systeéme finira par entrer dans un certain F; et y restera. Nous avons
le théoréme suivant ([17] théoreme 5-6) :

THEOREME 1.6. Pour tout x,

lim P (z, UEj) =1,
J
et plus précisément, il existe p < 1 tel que

1 — p (x,UEj) < const. p", n=12-.-,
J

uniformément en x. Ainsi chaque trajectoire, issue de x, restera (avec probabilité
1) en dehors des Ej, seulement un nombre fini de transitions.

L’ensemble F' est appelé transient dans [17], car lim,, o, P™ (z, F) = 0, pour
tout x € X. L’étude de la dynamique de notre systeme peut donc se restreindre a
un FE;. Pour chaque a, la restriction de la fonction de transition P(x, E) au sous-
ensemble F, est également une fonction de transition. D’autre part, pour tout F
tel que p(E) > 0 et tout « € E, nous avons

lim sup P (x,E) >0, pourtout xz € E,,
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car sinon F, \ E serait invariant dans E, qui est minimal par construction. Par
conséquent, tout sous-ensemble de E, est atteignable a partir de tout point de Ej, ;
E, est donc absorbant et si X = F, la chaine est ¢-irréductible.

Nous avons également les résultats suivants [17] : chaque ensemble minimal E,
se décompose en d, classes périodiques C, ; caractérisées par

plrdatm) (g, gy = prdet™) (g, EC, g), @ € Capa, B = a+m(mod dy),

et
lim PMdatm) (g E)=m,58(E), z € Coq, 8 =a+m(mod d,),

n—oo
ou la convergence est uniforme et a vitesse exponentielle, et les 7, g sont des pro-
babilités sur les ensembles E C E,, vérifiant

Ta,B (Ca,g) =1, Wa,g(E) >0 si gD(ECa,g) > 0.

Signalons qu’en général les C, ; ne sont pas disjoints, mais que pour tout 7,
P(")(x,Ca’jCa’k) =0, j # k, a Pexception peut-étre d’'un ensemble de points
de ¢-mesure nulle, et p(Cy ;Cq 1) = 0. Mais il est possible par une procédure de
réduction, décrite dans [17][p 204], de se ramener & un noyau “équivalent” pour
lequel les classes périodiques sont disjointes.

Si ’état initial est x, la probabilité que le systeme entre finalement dans ’en-
semble invariant F, est

p(z, B,) = lim P™(z, B,),
n—oo
ott P (z, E,) est croissant en n. Siz € E,, alors p(x, E,) = 1 et plus généralement,
en appliquant le théoreme 1.6, > p(x, E,) = 1. D’autre part, conditionnellement
a I’état initial x, la probabilité que le systéme atteigne finalement C, ; est

p(x, Ca,j) = nhanolo P(nda)(xv Ca,j),

ou p(z,Cq ;) =1sixzeC, . Alors

da
Z (x,Ca.a), € Ejq,

d’ou pour tout x € X
lim POt (2, E) =" p(x, Coa)Ta,arm(E),

n— 0o
a,x

a + m étant calculée mod d,. La convergence est uniforme et exponentielle. Fina-

lement
n

1
im — (m)
(1.1) nh_{lgonglP (z, F) prE a(E),

dg
(1.2) Z = q(z, E).

Ainsi 7, est une probabilité telle que
o (Ey) = 1, mo(E) >0 sip(EE,) > 0.

Bien entendu, pour chaque x € X, la probabilité g(x, .) est invariante pour la chaine
de Markov, et si z € E,, alors q(z, E) = 7,(F) est indépendant de z.

La question que I’on peut se poser concerne la dépendance de la décomposition
de X et des mesures m, o en fonction du triplet (v, p,€). En fait le nombre d’en-
sembles ergodiques E, et les 7, , sont uniquement déterminés. A partir des 74,
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il est possible de décomposer X en définissant Ea comme l’ensemble des z tels
que lim, eon 13" _ P (2, E) = 1,(E), pour tout E € F. De méme pour les
classes de périodicité, C’avaisera I’ensemble des x tels que lim,, P("d“)(x,E) =

Ta.0(E). Posons E, = Uq Ca,as alors
X = U B, U F,
ou F = X \U, E,.Si Eq,---, F est une autre décomposition de X alors pour tout

i, B; C E; (apres permutation éventuelle sur les indices), et Cf o C C’a’a.
Supposons la condition (D) vérifiée et définissons la mesure

B(E) = Y mul(E).

Si
E,CE,CE,+F
Coo CCoo CCun+F

avec @(F) = 0, alors la classe des mesures ¢ intervenant dans la condition (D) se
caractérise par la relation

() = /E F)@(dy) + ¥ (),

ol 9 est une mesure confinée sur l’ensemble transient F' et f est une fonction
positive et non nulle sur un sous-ensemble de @-mesure non nulle de chaque Cj 4.
Le théoreme suivant résume les résultats obtenus :

THEOREME 1.7. Sous la condition (D), q(z, E) définit, pour chaque x, une pro-
babilité invariante pour le processus de Markov; si x € Eg, q(., E) est indépendant
de z, q(z,E) = 7,(F). Réciproquement, toute probabilité invariante est une com-
binaison linéaire conveze (coefficients positifs de somme 1) des m,.

Par conséquent, I’enveloppe convexe des m, définit I’ensemble des probabilités
invariantes d’un processus markovien satisfaisant & la condition de Doeblin.
La condition (D) regroupe plusieurs cas particuliers :

(1) La limite g(z, E) est indépendante de x si et seulement s'il n’y a qu’un
seul ensemble ergodique.

(2) La limite ¢(z, E) existe comme limite ordinaire (plutét qu’en moyenne
de Cesaro) si et seulement s’il n’y a aucune classe périodique dans aucun
ensemble ergodique (d, = 1 pour tout a).

(3) La limite ¢(x, E)) est strictement positive pour tout = des que ¢(E) > 0,
si et seulement si 'ensemble transient est de p-mesure nulle, et s’il n’y a
qu’un seul ensemble ergodique. Dans ce cas la chaine est ¢-irréductible et
récurrente.

Appelons condition (Dy), les conditions suivantes

— La condition (D) est satisfaite

— Il n’y a qu'un seul ensemble ergodique et cet ensemble ne contient aucune

classe cyclique.

Une chaine de Markov vérifiant la condition (Dg) est @-irréductible, apériodique
et satisfait a la condition de Doeblin. Dans ce cas, il existe une seule probabilité
invariante 7, limite ordinaire des P (z,.). De plus il existe des constantes 7 et
p < 1 telle que

Sup‘P(n)(.I’E)—TF(E)’ S’ana 7’7/21,2,
z,E
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La chaine est donc uniformément ergodique avec une vitesse de convergence géo-
métrique.

LEMME 1.8. La condition (Dy) est équivalente a la condition suivante : il existe
n tel que

(1.3) sup |[P™ (2, E) — P™(y, E)| =6 < 1.
z,y,E

La condition (Dy) implique Uexistence d’une probabilité invariante 7 et des constantes
v, p, avec 0 < p < 1, telle que

L’introduction des fonctions mesurables bornées p,(.) = p(., E,) permet d’ex-
primer les expressions (1.1) et (1.2) sous la forme suivante :

: > Pz E) =Y pa(x)ﬂa(E)‘ =0,

n

lim sup
n—oo z,FE

avee pg = ZZ‘;l Pao €t e =d; ! Zi“zl Ta,a- D’autre part, si d est le ppem des d,
alors

da
lim P(nd+m) (l‘vE) = Z Z paﬂ(x)ﬂ-a,a-‘rm(E))

n— 00
a a=1

la convergence étant uniforme en x et en F.

1.2. Loi des grands nombres et théoréme central limite. La loi forte
des grands nombres pour les processus (strictement) stationnaires s’applique aux
chalnes de Markov dont la mesure initiale est une probabilité invariante m. Si f
est une fonction définie sur X, F-mesurable telle que E|f| < oo, alors la limite
lim, n=t 3" | f(X,,) existe avec probabilité 1. Si la condition (D) est vérifiée par
le processus de Markov, les probabilités stationnaires générales sont de la forme
Y alaTa, avec 0 < gq et > g, =1, d’ott le théoréme suivant [17][th. 6.2]

THEOREME 1.9. Soit f une fonction définie sur X, mesurable par rapport o F
telle que

/ |f(z)|dma(z) < 00,  a=1,2,--
B,

Alors, sous Uhypothése (D) et pour toute distribution initiale,

lim = > f(Xm)
m=1

n—oo N

existe avec probabilité 1, et est donnée par [, f(x)dm(x), si X1 € E, avec proba-
bilité 1.

Le théoreme central limite s’applique également aux chaines de Markov satis-
faisant & la condition de Doeblin [17][th. 7.5] :

THEOREME 1.10. Supposons la condition (D) vérifiée et considérons une fonc-
tion f définie sur X a valeurs réelles, mesurable pour F telle que

Eq| f(X1)[P* < oo,
pour un certain § > 0. Alors
. 1 n 2
lim Eﬂ'{ |: Z (f(Xm) - Eﬂ'f(Xm)):| } = U%

n— oo n
m=1
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existe; si 02 > 0, et si q(.) est une mesure initiale quelconque (de X1) alors,
1< 1 € 2 g2
lim P, X)) —E . f(X)) <ep = 7/ e /291 g,
i Pl 7 D00 = ek < of = [

uniformément en e.

Le théoreme précédent s’applique également lorsque la condition (D) est vérifiée
avec un seul ensemble ergodique mais plusieurs classes cycliques. Si plusieurs en-
sembles ergodiques existent dans X', la distribution limite sera une moyenne pondérée
des distributions normales.

2. Point de vue des opérateurs

Dans la partie précédente, la décomposition ergodique de 1’espace X, sous la
condition de Doeblin, fut obtenue par 'utilisation de méthodes probabilistes. Une
approche par la théorie des opérateurs linéaires définis sur des espaces de Banach est
également possible. Cette approche est particulierement bien présentée dans I’article
[62] de Yosida et Kakutani, lequel développe les liens entre la notion d’opérateur
quasi-compact et la théorie ergodique. Cette approche est également traitée par
Neveu dans [44][§V.3].

2.1. Théoréme ergodique uniforme. Le théoréme ergodique uniforme est
un résultat sur la convergence en norme des itérés de lopérateur P. Il décrit
également la classe des événements asymptotiques de la chaine de Markov associée.
Dans [52], ce théoreéme est appelé théoreme ergodique uniforme; la convergence
en norme étant appelée convergence uniforme. Dans ce méme article est démontré
un théoréme de convergence forte (“mean ergodic theorem”) des itérés de P sous
des hypotheses plus faibles. Précisons que ces théorémes sont valables pour des
opérateurs linéaires plus généraux que les opérateurs markoviens, en particulier ils
ne supposent pas la positivité de I'opérateur.

Supposons maintenant que la fonction de transition vérifie la condition (D) et

montrons que lopérateur S = lim P"? est compact, ol d est le ppem des dg.
n—oo

Notons que S est un endomorphisme positif, de norme 1 et que pour tout entier m,
spmd = pmig =g

La condition (D) étant vérifiée, nous obtenons expression

Zzpaa Caa )

a a=1

olt ¢oa(f) = [ f(@)Tq,0(dx).
Cette convergence uniforme implique que P™? converge en norme vers S. En
effet, notons qu’il est possible d’associer a l’opérateur S la probabilité de transition

a a=1

ainsi
sup P f(2) ~ S| = sup| [ F@)P" . dy) ~ (e )

171 sup 1P (,.) = S(x, )]

IN

ol la norme dans le dernier terme de droite est la norme en variation totale. Pour
conclure, il suffit d’utiliser la convergence uniforme démontrée pour la condition
(D). D’autre part I'opérateur S, engendré par un nombre fini de fonctions pg o, est
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de rang fini, il est donc compact. Nous avons ainsi montré que si la fonction de
transition P(.,.) vérifie la condition (D), alors il existe un entier ng et un opérateur
compact @ tel que ||[P™ — Q] < 1.

DEFINITION 2.1. Un endomorphisme P, défini sur un espace de Banach B, est
dit quasi-compact sl existe une suite {Q,,n > 1} d’endomorphismes compacts @,
sur B telle que les itérés P™ de P vérifient lim,,_, || P™ — Q|| = 0. Cette définition
est équivalente a : il existe un entier ng > 1 et un endomorphisme compact @ tels
que [P — Q| < 1.

Désignons par K ’ensemble des opérateurs compacts de B dans B. Ce sous-
espace vectoriel est fermé, nous avons alors I’équivalence entre P est quasi-compact,
il existe ng tel que d(P™,K) < 1 et lim,, 0o d(P™,K) = 0. Comme K est fermé, si
la suite des itérés de P (ou une suite extraite) converge en norme vers un opérateur
S celui-ci sera forcément compact. Bien entendu si la suite des itérés de P converge
vers un opérateur compact, alors P est quasi-compact. Dans [44], il est montré
qu’un opérateur quasi-compact admet une décomposition du type de celle trouvée
dans le cas de la condition de Doeblin. Plus précisément

THEOREME 2.2 (théoréme ergodique uniforme). Soit une probabilité de tran-
sition sur 'espace mesurable (X, F) telle que lopérateur P associé sur B(X,F)
soit quasi-compact. Il existe alors des entiers dg > 1, Y d, fonctions mesurables
positives bornées et > d, probabilités sur (X,F) notées respectivement pg o, Ta,a
(ot « est un entier modulo d, ) telles que :

Pa,ac = Pua,a+la Ta,a = 7"'a,oz—llja

1 sia'=acetd =ald,
[ A @)l = { 0 e
x

sinon
Z Z Pa,o0 = 17
a (o3

et telles que si d désigne le ppcm des dg :

dq
lim HPnd+t - Z Z Pa,a—t & 7Ta,a” = 0.

n—oo
a a=1

1l résulte de cette convergence que :

' 1 n . dg
nlinolonﬁgp 7;;pa®ﬁa”:07

st om a posé

dg 1 da
Pa = § Paas €0 Mg = i Z'/Ta,a-
a=1 @ a=1

La décomposition de 'espace X et la forme des événements asymptotiques sont
fournies par le corollaire suivant [44][§V.3] :

COROLLAIRE 2.3. Les ensembles Cy o := {paa = 1} sont disjoints 2 a 2 et
sont respectivement des supports de mq . De plus P(x,Cq ay1) =1 si et seulement
si x € Cy o ; par conséquent

P, (Xn € Coa4n, (n € ]N)) =1 sizx€Cya.
Si les Aq,o désignent les événements asymptotiques 2 a 2 disjoints
Ago =liminf{X, € Cy atn},
n

alors
Pw(Aa,a) :pa,a(x)a HAS Xa
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et d’ailleurs Aqq = limy, oo p.s{X, € Cqatn}, pour tout Py. De plus, tout
événement asymptotique est équivalent & une somme d’événements Aq o ; en parti-
culier ., Aaa =X, Py p.s.

Nous en déduisons que si la chaine de Markov satisfait a la condition (Dy),
qui implique que a = a = 1, alors elle sera ergodique dans le sens ou la tribu des
événements asymptotiques est triviale. La réciproque est fausse en général.

En construisant le triplet ¢, v, € a partir de la décomposition de X en ensembles
ergodiques, comme dans la section précédente, nous obtenons que la condition (D)
est vérifiée, d’ou la proposition suivante :

PROPOSITION 2.4. L’opérateur P associé a la fonction de transition P(z,dy),
défini sur B(X,F) par

Pi(z) = / P, dy) f(4)

est quasi-compact si et seulement si la fonction de transition vérifie la condition de
Doeblin (D).

Le caractere de quasi-compacité pour un opérateur dont le spectre est contenu
dans le disque unité, implique certaines propriétés sur ses valeurs propres de module
Punité.

LEMME 2.5. Soit T un opérateur borné, dont le spectre est contenu dans le
disque unité et tel que || T™ — Q|| < 1, pour un certain n > 0 et un certain opérateur
compact Q. Alors tout A € X(T) tel que |\|™ > ||T™ — Q|| est isolé et le projecteur
propre correspondant Py est de rang fini.

La preuve figure dans [19][p. 709]. Ainsi pour un opérateur quasi-compact in-
duit par une probabilité de transition, les valeurs propres de module unité sont
isolées et les projecteurs propres correspondants sont de rang fini. L’ensemble des
points du spectre de module unité est fini, car compact (dans X(7') compact) et
discret.

Si T™/n converge faiblement vers zéro (i.e. pour tout * € X et pour tout
f e x*, (n~tT"x, f) converge vers zéro) alors ces points sont des poles d’ordre 1
de la résolvante de T' [19][§ VIIL.8.1, lemme 1 et théoreme 3]. En particulier ceci
sera vérifié si T' est un opérateur associé a une probabilité de transition. Notons
également que lorsque la condition (Dg) est vérifiée, alors 1 est la seule valeur
propre de module unité, et le projecteur propre associé est de rang 1. Celui-ci n’est
autre que opérateur P; défini par Py f(z) = [ f(y)dr(y), ou m désigne 1'unique
probabilité invariante de la chaine.

2.2. Conditions en norme LP et théoréme central limite. Les résultats
présentés proviennent de [47][§ VII.4]. Nous supposerons que la chaine de Markov
admet une probabilité invariante . Dans la suite les espaces LP(7), seront notés
LP. 11 est également possible de définir I'opérateur adjoint de P, agissant dans L,
de la fagon suivante : soit h € L°°, comme 7 est invariante, la mesure

v(A4;h) = /h(x)P(x,A)w(dw), AeF,

est absolument continue par rapport & 7. v(A;h) n’est autre que uP(A) ou p est
une mesure de densité h par rapport a la mesure 7. La dérivée de Radon-Nikodym
de v(.; h) par rapport a 7(.) existe. Posons

v(dz; h)
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Alors P* est un opérateur positif borné de L>° dans L°, tel que P*1 = 1. En outre,
7 est une probabilité invariante pour P* et pour tout f € L!

[ r@P h@(an = [ st = [ 1P,

Il est possible d’étendre, par une procédure de troncature, P* & ’espace L'
de telle facon que 7 soit invariante pour P*. Notons que cette construction est
compatible avec I’expression classique obtenue dans le cas d’une chaine de Markov
a espace d’états fini; & savoir P*(z,y) = P(y,z)7(y)/7(x).

DEFINITION 2.6. Une chaine de Markov est dite satisfante une condition en
norme LP 1 < p < oo, (ou condition LP) si 'opérateur P associé vérifie
Pn
N
n—oopiy || fllp
ol f L 1 signifie que [ f(z)n(dz) = 0.

— 0,

Nous avons alors le théoreme suivant ([47] § VIL.4 théoréme 1) :

THEOREME 2.7. Considérons une fonction de transition P de mesure de proba-
bilité invariante m. Les conditions en norme LP, 1 < p < oo, pour l'opérateur P
associé sont toutes équivalentes les unes aux autres. De plus, la condition L pour
Dopérateur P et la condition L' pour Uopérateur P* sont mutuellement équivalentes
et sont équivalentes & la condition (Dgy). Cependant elles sont plus fortes que la
condition L?.

REMARQUE 2.8. Comme pour 1 < p < 0o, toutes les conditions LP sont équi-
valentes, nous ne considérerons que la condition L?. Si la chaine est réversible, i.e
P = P*, alors la condition L° pour 'opérateur P est équivalente a la condition
L pour 'opérateur adjoint.

EXEMPLE 1. Rosenblatt [47] donne un exemple de chaine de Markov vérifiant la
condition (Dyp), mais dont le processus inversé dans le temps ne vérifie pas la condi-
tion (Dg). Par conséquent 'opérateur P (resp. opérateur P*) vérifie la condition
L> (resp. la condition L'), mais pas la condition L' (resp. la condition L>). II
donne également ’exemple suivant d’une chaine de Markov réversible satisfaisant
4 la condition L?, mais dont I'opérateur P = P* ne vérifie ni la condition L ni la
condition L!. Considérons une suite (X, ) de variables aléatoires gaussiennes telles
que E(X,) =0 et BE(Xp1mXn) = [9|™, o 0 < |n| < 1. Cette suite forme une
chaine de Markov sur R et l'espérance conditionnelle F(X,,+1|X; = x1) est une
variable aléatoire gaussienne de moyenne nz; et de variance 1 — n?". La fonction
de transition de la chaine de Markov admet donc pour densité

p(z,y) = 1772) exp (—W) :

27(1 — 2(1-n?)
d’ou
x
P(")(x,A) 2 /exp( W)d%
V27 g ")

et

lim P (z, A) = —/e y/2dy

n— oo

Cette chaine de Markov admet donc pour probabilité invariante, la mesure gaus-
sienne, que nous désignerons par . Cependant, la convergence n’est pas uniforme
car P(”)(x, A) peut étre rendu arbitrairement petit pour z suffisamment grand (A
étant un intervalle fini). Cette chaine de Markov est irréductible pour la mesure de
Lebesgue, récurrente positive mais ne vérifie pas la condition (Dg) de Doeblin. Par
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contre, elle satisfait & une condition L2, car en introduisant la base orthonormée
des polynémes d’Hermite h;(z) sur L?(7y), nous obtenons I'expression suivante
oo 2
. e_y /2
p(z,y) = “hi(x)h;(y) ——.
(,y) ;n (@hily)—7=

Par conséquent, pour toute fonction f € L?(7y) centrée nous avons

(o)
1P 115 =" 0™ b, £) < |1 £13-
i=1
Plus précisément, sup; 1 [P fll2/||fll2 = [7|™ tend vers zéro quand n tend vers
Iinfini. Notons également que l'opérateur P est un opérateur de Hilbert-Schmidt
dans L?(v) car

2 _ 5
p(z,y)"y(dx)y(dy) < @ =) <

par conséquent il est compact dans L?(v). Cependant, il ne peut étre compact
dans B(IR, B) ou B désigne la tribu des Boréliens dans IR.. En effet, il serait alors
quasi-compact et vérifierait alors la condition de Doeblin, en contradiction avec
I’observation précédente.

EXEMPLE 2. B. Mann [39] donne un exemple de chaine de Markov finie qui ne
vérifie pas la condition L2. Soit (X,,) une chaine de Markov irréductible réversible
et apériodique définie sur un espace d’états fini G. Soient P son noyau de transition
et 7 son unique probabilité invariante ; considérons alors la chaine de Markov (Y;,)
définie sur l'espace d’états

S = {(m,y) €GxG: P(z,y) >0}7

par Y, = (X,, X,,+1). Cette chaine est également irréductible et apériodique, mais
non nécessairement réversible. Son noyau de transition s’exprime par
~ P(z,w) siy=z,
P((z,y),(z,w)) = {

0 sinon
et la probabilité invariante est

w(w,y) = m(x)P(z,y).

Soit une fonction g : G — IR de moyenne nulle pour la mesure 7, construisons la
fonction f: S — R par f(x,y) = g(z). Cette fonction f est de moyenne nulle pour
la mesure p et || fll2.. = ||Pf|l2..- La chaine de Markov (V;,) ne satisfait donc pas &
une condition L?, la condition de Doeblin (Dy) n’est donc pas satisfaite. Signalons
que le symétrisé multiplicatif n’est pas irréductible ; les sous-ensembles ergodiques
sont déterminés par la premiére coordonnée du couple (x,y). Le théoréme 2.1 ne
s’applique pas dans ce cas, néanmoins le symétrisé de P2 est irréductible. Cette
remarque est générale, si 1 est une valeur propre multiple du symétrisé multiplicatif
d’un opérateur markovien P alors celui-ci ne vérifie pas de condition L2.

Nous avons vu dans la section précédente que la condition (D) implique le
théoreme central limite. En fait la condition L2, qui est plus faible, suffit & obtenir
un théoreme central limite. Considérons une chaine de Markov stationnaire, de
probabilité invariante m, satisfaisant & la condition L? et une suite de fonctions
réelles F-mesurables

fk,nv kzlv"'7kn7 TL:1,2,"'

telles que Er frn, = 0 et k, — oo, quand n — oco. Posons S,, = Zﬁ’;l Jren(Xk),
nous avons le théoréme suivant [47] :
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THEOREME 2.9. Soit (Xi;k=0+%1,---) une chaine de Markov stationnaire de
probabilité invariante w. Si les fonctions fi , sont uniformément de carré intégrable
en k,n avec

Ex|Sn|? & kypo?, o2 >0,
quand n — 0o, et si le processus satisfait & la condition L2, alors
x
1 2
. —1/2 -1g < .\ _ —u?/2
nh_}rrgo P{k‘n o S, < x} /700 \/ﬁe du.
Dans le cas frn, = fn, €t kn, = n, B. Mann [39] donne une borne explicite du

type Berry-Esséen pour une chaine de Markov définie sur un espace dénombrable
et vérifiant la condition
1P £l

11 (£l
Cette condition implique une condition L?, car si nous posons
[P f[2

@(n) = sup ;
i Il

=<1

alors p(n +m) < p(n)p(m). Par conséquent si p(1) < B alors ¢(n) < ™. Notons
que la réciproque est également vraie ([47][p. 216]), & savoir qu'une condition L?
est satisfaite si et seulement s’il existe deux constantes K et 0 < n < 1 telles que
pour tout n

g 1P 2
p

s Sl
B. Mann [39] montre que la chaine de Markov construite dans I'exemple 2
de la section précédente ne vérifie pas le théoreme central limite. En effet, soit la
fonction f(z,y) = g(x) — g(y) ol g est une fonction & valeurs réelles définie sur
G et de moyenne nulle. f est de moyenne nulle pour la probabilité invariante p et

Sp = g(Xo) — 9(Xy).

< Kn".

3. Point de vue du mélange

Les résultats présentés dans cette partie proviennent en partie de [18]. Ce point
de vue, qui dépasse le cadre des chalnes de Markov, traite des propriétés des suites
de variables aléatoires dépendantes et stationnaires.

3.1. Mesures de dépendance. Soient (X, F,P) un espace probabilisé et
deux sous tribus A, B de F. Pour mesurer la dépendance de ces deux tribus, on
définit plusieurs coefficients :

(3.1) a(A,B) = sup|P(AB) - P(A)P(B)|, A€ ABeB
(3.2) ¢(A,B) = sup|P(B|A)—P(B)|, Ac A BecB P(A)>0
(3.3) drev(A,B) = ¢(B,A)

B |P(AB) — P(A)P(B)|
(3.4) Y(A,B) = sup PA)P(B) , Ae A, BeB
(3.5) p(AB) = sup’Corr(X7 Y)|, X eL*A),Y cL*B)

(3.6) B(A, B)

I
:
|
N
]
3
=
S
)
=
3
S

ou dans la derniere expression, le supremum est pris sur toutes les partitions (4;),
(Bj) de X avec A; € A, et B; € B. En particulier, notons par Py (resp. Pg)
la probabilité restreinte & la tribu A (resp. B), alors le coefficient (A, B) peut
s’exprimer par

B(A,B) = ||P4® Pg — Pagsllvar-
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Ces divers coeflicients sont réliés entre eux par les relations suivantes :

2(AB) < HAB) < HAB) < JU(AB),

1a(AB) < p(AB) < (A B),

PAB) < 20"°(A B).orin (A B),

oA B) = sup{IE(f1B) = Efl2/||f 2, | € L*(A), f réelle },
a(A,B) < 1/4, BAB) <1, 6(A,B) <1, p(A,B) < 1.

D’autre part si X,Y désignent deux v.a.r. mesurables respectivement par rap-
port a A et B, la covariance entre X et Y vérifie les inégalités suivantes :

1 1 1
|Cov(X,Y)| < 8" (A, B)| XY Ilgr pya,7 > 1, ST 1,

1 1
|Cov(X,Y)| < 20"P(AB)|X[plIY lgs pra = 1, PRI
|Cov(X, V)| < 9(A,B) [ X[1[[Y ]I,
|Cov(X, V)| < p(A, B)[[ X]l2[[Y[l2-
3.2. Conditions de mélange. Soit (X}, k € Z) une suite de v.a.r., introdui-

sons pour tout —oco < n < m < oo la tribu F,* engendrée par les Xi, n <k < m.
On définit alors pour tout n < 1 les quantités suivantes :

a(n) := sup a(Fg, Fot ),
meZ

¢(n) = Sug ¢(‘FTOO7‘F'S?+H)’
me

’L/)(n) ‘= sup w(finoo7‘7:7?zo+n)7
meZ

p(n> = Sup p(‘FToo7f1ir.zo+n>7
meZ

B(n) == sup B(F o, Frrn)

me”Z

La suite (X}) sera dite
fortement mélangeante si lim,,_,~, a(n) = 0,

— ¢-mélangeante si lim,,_, . ¢(n) =0,

— t-mélangeante si lim,,_, - ¥(n) =0,

— p-mélangeante si lim,,_, o p(n) = 0,

— absolument réguliere si lim,, o, S(n) = 0.

Il est possible d’adapter les définitions précédentes aux suites (Xj) définies
seulement pour les k£ € IN, en modifiant la définition de «(n) de la fagon suivante :
a(n) = sup,,>; a(F{"*, Fop,,) s de méme pour les autres coefficients.

REMARQUE 3.1. Sila suite (X, k € Z) est stationnaire, chaque coefficient peut
étre défini plus simplement ; par exemple de la fagon suivante pour «,

a(n) == a(F° , F).

Une suite stationnaire (X;, Xs,---) peut étre prolongée en une suite (X, k € Z)
également stationnaire. Les diverses propriétés de mélange se conservent avec les
meémes coefficients.

La condition de ¢-mélange n’est pas nécessairement préservée lors d’un chan-
gement de direction du “temps” dans la suite (X, k € Z). En effet, celle-ci est ca-
ractérisée par ¢rev(n) := sup,,cz O(Foy,, F~ o). Il existe des exemples de chaines
de Markov & espace d’états fini, stationnaires telles que ¢(n) — 0 quand n — oo et
¢rev(n) = 1, pour tout n > 1.
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Nous avons les implications suivantes entre les diverses conditions de mélange

B — mélange =—> o — mélange,

1 — mélange = ¢ — mélange —> { p — mélange = a — mélange.

Signalons qu’il y a équivalence pour les processus stationnaires Gaussien entre les
propriétés de p — mélange et de @ — mélange. En effet, un théoréeme de Kolmogorov-
Rozanov démontre la double inégalité suivante :

a(n) < p(n) < 2ra(n).

D’autres conditions, dites de mélange, sont définies dans le cadre de la théorie
ergodique. Soit X = (X,,)nez une suite stationnaire, considérons alors I’espace de
probabilité (IRZ, B%, P) on B désigne la tribu des boréliens de IR et P la distribution
de X. Soit 6 'opérateur de translation défini par (6X), = X,+1.

— (X,) sera dite mélangeante (au sens de la théorie ergodique) si pour tout

A B € Fx_ = B*
lim P(AN6#"B) = P(A)P(B).
n—oo
— (X,,) sera dite réguliere si la tribu (| _, F_ est triviale (i.e. ne contient
que des événements de probabilité 0 ou 1). D’apres le théoréme 17.1.1 dans
[30], une condition nécessaire et suffisante pour qu’une suite stationnaire soit
réguliere, est que pour tout B € F 1= F22,
lim sup |P(AB)— P(A)P(B)|=0.

n——oo AcFn

— (X,,) sera dite ergodique si la tribu des événements invariants par 6 est
triviale.
Nous avons alors les implications

«a — mélange = réguliere = ergodique mélangeante = ergodicité.

3.3. Mélange et théoréme de la limite centrale. Soit X = (X,,,n € Z)
une suite stationnaire centrée, posons S, = X1 +---+ Xy, et 02 = E|S,|%. Si X est
¢ — mélangeante et si lim,,_,, 02 = 00, alors 02 = nL(n), ott L(n) est une fonction
variant lentement, i.e. que pour tout & > 0, lim,_, o, L(tx)/L(t) = 1 [30][th. 18.2.3].

Dans le cas d’une suite stationnaire ¢ — mélangeante les théoremes 18.5.1 et
18.5.2 dans [30] fournissent une condition suffisante pour que X satisfasse un

théoreme de la limite centrale

THEOREME 3.2. Soit X une suite stationnaire ¢ — mélangeante.

- Si E\Xj|2+5 < 00 pour un certain § > 0 et 02 — 0o, quand n — oo, alors
Sn/on converge vers une variable aléatoire de loi normale.

- Si >, #(n)t/? < oo, alors 0% /n converge vers

o = B(X3)+2)  E(XoXy) < oo.
k=1
Si o2 # 0, alors S, /(on'/?) converge vers une variable aléatoire de loi nor-
male.

Pour une suite stationnaire @ — mélangeante, nous avons le théoréme suivant
[30][th. 18.5.3, th. 18.5.4] :

THEOREME 3.3. Soit X une suite stationnaire o — mélangeante.
— Si B|X;|**° < 0o pour un certain § > 0 et

o0

Z a(n)?/ 2 < oo,

n=0
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pour un certain § > 0, alors o2 /n converge vers o% < oo (défini au théoréme
précédent). Si de plus o> # 0 alors S, /(on'/?) converge vers une variable
aléatoire de lot normale.

— Siles X; sont bornées, i.e. qu’il exite une constante ¢ telle P(|X;| < c¢) =1

alors 0 < 00, et si
Z a(n) < oo,

n=1
alors lorsque o # 0, S,,/(on'/?) converge vers une variable aléatoire de loi
normale.

Le cas d’une suite p-mélangeante fait 'objet du théoréme suivant [31, 32] :

THEOREME 3.4. Une suite stationnaire X vérifie les propriétés suivantes :

(1) Silim, e p(n) = 0, alors sup,, 02 < oo, ou 02 = nL(n), L(n) étant une
fonction variant lentement. Si hmnHoo o, = 00 et E\Xj|2+5 < 00 pour
un certain § > 0, alors S,/o, converge vers une variable aléatoire de loi
normale.

(2) Si >0 p(2™)1? < o0, alors 02 = 2mnf(0)(1+o(1)), ot f est la densité
spectrale de X et f(0) # 0. De plus S, /o, converge vers une variable
aléatoire de loi normale.

Nous verrons ci-dessous qu’une chaine de Markov vérifiant la condition (Dg) est
¢-mélangeante et que ¢(n) est a décroissance géométrique. Nous retrouvons ainsi
que le théoréeme de la limite centrale s’applique pour une telle chaine.

3.4. Conditions de mélange pour les chaines de Markov stationnaires.
Nous avons les résultats suivants

THEOREME 3.5. Soit (Xi,k € Z) une chaine de Markov stationnaire, alors
nous avons pour tout n > 1,

(1) a(n) := a(o(Xo),o(Xn))
(2) ¢(n) = ¢(0(Xo),0(Xn)),
(3) $(n) = (0(Xo),0(Xn))
(4) p(n) = p(O(Xo),U(Xn)),
(5) B(n) = B(0(Xo),0(Xy)).

En outre, si p(n) — 0, ¢(n) = 0, ¥(n) — 0, alors respectivement p(n), ¢(n), p(n)
tendent vers 0 exponentiellement vite.

)

9

Il est possible de construire une chaine de Markov stationnaire d’espace d’états
dénombrable dont la décroissance de a(n) n’est pas géométrique. Un tel processus
est a-mélangeant, mais pas p-mélangeant (car 4a(n) < p(n)).

Rosenblatt [47] compare certaines conditions de mélange pour une chaine de
Markov aux conditions sur les normes de 'opérateur markovien associé. En parti-
culier il démontre les lemmes suivants :

LEMME 3.6. Une chaine de Markov d’opérateur associé P et de probabilité

imwvariante  est fortement mélangeante si et seulement si
Pn
lim sup 7” flh =0.
noeo | f1loo

Comme pour tout 1 < p < 0o, nous avons les inégalités || f|l1 < || fllp < | f]lcos
nous obtenons le lemme suivant :
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LEMME 3.7. Soit une chaine de Markov d’opérateur associé P et de probabilité
invariante m. Si P
lim sup 7” Fllp =0,
n—oori1 [|fllp
pour au moins un p, 1 < p < oo, alors la chaine est fortement mélangeante.

LEMME 3.8. Une chaine de Markov stationnaire (Xy, k € Z) est p-mélangeante
si et seulement si elle satisfait & une L?-condition.

Nous retrouvons bien le fait que la propriété de p-mélange implique la propriété
d’étre fortement mélangeant. La réciproque n’est pas vraie en général; d’apres le
théoreme 2.7 il faut pour cela que la chaine de Markov soit fortement mélangeante et
ne vérifie aucune L? condition, 1 < p < oo. Elle peut vérifier la condition en norme
L' mais une telle chaine ne pourra vérifier la condition (D). Nous en déduisons
donc que la condition (Dy) implique la propriété de p-mélange; en fait nous avons
une équivalence plus forte [47][pp 212-213] :

LEMME 3.9. Une chaine de Markov stationnaire satisfait a la condition (Dg)
st et seulement si elle est p-mélangeante.

Le processus gaussien de ’exemple 1 est une chaine de Markov p-mélangeante
mais non ¢-mélangeante.

Le cas d’une chalne de Markov Harris récurrente est traité par le théoreme
suivant :

THEOREME 3.10. Toute chaine de Markov sur R stationnaire apériodique et
Harris récurrente est absolument réguliere. Plus généralement, pour toute chaine
de Harris récurrente réelle et stationnaire, lim, o f(n) = 1 — 1/p, ot p est la
période.

3.5. Inégalités exponentielles. Les conditions de a-mélange et de ¢-mélan-
ge permettent, sous certaines conditions, d’obtenir une inégalité exponentielle pour
la probabilité de déviation de la somme de variables aléatoires dépendantes. Nous
n’expliciterons ici que certains des résultats présentés dans [18][§1.4.2]. En parti-
culier le résultat suivant obtenu par Collomb [12] :

PROPOSITION 3.11. Soit (X,,) une suite de v.a.r. centrées et ¢-mélangeante
telle que | X,| <1 et Y7 | ¢(n) < co. Posons

o0
b= 8(1 + 42 gb(n)), a=2exp(3ve), o?=supFE|X,|*
n=1 "
Alors sino? > 1 et 0 < < bo?/(8ky), ot k, = inf{k; ¢(k)/k <n~'},
P(‘n‘lin
i=1

Appliquons ce résultat au cas d’une chaine de Markov vérifiant la condition de
Doeblin (Dy). Elle est alors ¢g-mélangeante et ¢(n) < 2n™ ot 0 < n < 1. Soit f une
fonction réelle, bornée par 1 et de moyenne nulle pour la probabilité invariante = de
la chaine. La suite de v.a.r. Y, := f(X,,) satisfait aux hypotheses de la proposition
précédente. Nous avons

2

> x) < aexp{—%}.

1
8™ 2 g2,
1—mn

Nous obtenons ainsi I'inégalité suivante, pour tout 0 < x < || f||?/(8bk,) et n||f]|* >

1:
P(’n’li){i
i=1

8§<b <

> x) < aexp{

__na’(l—n) }
8IIFIP(L +7m) )
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Nous verrons au chapitre 6 que nous pouvons dans ce cas, obtenir par la technique
des perturbations une meilleure borne (voir aussi [18][th. 5 §1.4.2]).

Le cas d’une suite fortement mélangeante est traité en particulier dans [8].
Posons I = P(| Y1 | X;| > x/n). Pour tout 0 < a < 1, il existe un b > 0 tel que
pour tout n suffisamment grand :

— si a(n) < ve", pour 0 < v < 1,alors I < 2exp{—bn1/2_“x},

— si a(n) <", pour 0 < v < 1, alors I < 2exp{—bn~%/2z},

— si a(n) <n~Y, pour v > 0, alors I < 2exp{—bz(logn)'~*/\/n}.

4. Compléments

Les définitions de l'irréductibilité d’une chaine de Markov, de la notion de chaine
Harris récurrente et les résultats correspondant proviennent de [41]. L’étude de la
condition de Doeblin est développée dans [17], ol la partition de l'espace d’états
en sous-classes ergodiques et en un ensemble transient est démontrée.

Les liens entre la notion d’opérateur quasi-compact introduite en 1937 par N.
Kryloff & N. Bogoliouboff, I'ergodicité uniforme et la condition de Doeblin sont
développés dans larticle [52]. Notons cependant que la définition de la condition
de Doeblin utilisée dans cet article est 1égerement différente de celle donnée dans
[17]. La démonstration de I'ergodicité uniforme pour un noyau quasi-compact figure
également dans [44].

Le caractere discret du spectre d’un opérateur quasi-compact borné est prouvé
dans [19]. En particulier, si T est un noyau markovien quasi-compact, alors 1 est
une valeur propre isolée. Cette propriété des opérateurs quasi-compacts s’obtient
également en considérant la notion de spectre essentiel d’'un opérateur T € B(X),
algebre des opérateurs linéaires bornés définis sur un espace de Banach X, [34, 20].
Le spectre essentiel d’un opérateur T € B(X) est défini comme le spectre de 'image
de T dans ’algebre de Calkin, quotient de B(X) par I'idéal des opérateurs compacts
muni de la norme quotient. Alors, un point du spectre de T n’appartenant pas au
spectre essentiel est une valeur propre isolée de multiplicité algébrique finie [20].
Dans le cas d’un opérateur quasi-compact, il existe ng tel que T™° admette un rayon
spectral essentiel strictement inférieur & 1. Une démarche réciproque conduirait a
considérer des opérateurs bornés T' dont le rayon spectral essentiel de 7™, pour un
certain m > 1, est strictement inférieur a 1. Dans ce cas, I — T est un opérateur
de Fredholm d’indice nul [20][Th I-4.4] et si 1 est une valeur propre de T alors
1 sera une valeur propre isolée de multiplicité algébrique finie. Montrons que T’
est alors quasi-compact. Pour cela, il faut faire appel aux notions de mesure de
non-compacité introduites dans [20], en particulier :

B(T) = inf {6 > 0:T(B) admet un recouvrement fini par des boules de rayon 4},
ol B est la boule fermée (ou ouverte) unité, et
o(T) = inf{e > 0 : il existe un s.e.v. M tel que
codimM < oo et tel que ||[Tz|| < €l|z|| pour tout z € M}.

Notons qu’il est possible de ne considérer que des sous-espaces M fermés. Il est
prouvé dans [20][§ I-2,4] que %B(T) < ¢(T) < 23(T), que ¢(T) est une semi-norme
et que le rayon spectral essentiel est donné par
1 n\1l/n g > m

re(T) := nhﬁngo [e(T™)] " = nhﬁrrolo [B(T™)]
Ainsi, si le rayon spectral essentiel de T est strictement inférieur a 1, il existe
alors un m tel que ¢(T™) = a < (1/2), d’olt un sous-espace vectoriel fermé M
de codimension finie tel que ||[T™z|| < (c(T) + €)||z|| pour tout z € M et € > 0.
M étant de codimension finie, il existe un sous-espace vectoriel L de dimension

1/n
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finie tel que X = L @ M. Soit P le projecteur continu sur L, qui est un opérateur
compact, car de rang fini, alors pour tout z € X, nous avons ||[T™(I — P)z| <
(1/2+€)||(I = P)z|| < (1 + €)||z||. Comme T™P est compact, nous avons prouvé
que T est quasi-compact.

Les définitions et les principales propriétés des suites stationnaires mélangeantes
sont issues de [18]. Voir également [7] pour une bonne introduction. Le coefficient p
fut introduit par Hirschfeld (1935) et Gebelein (1941), le coefficient o par Rosenblatt
en 1956, le coefficient 8 par Kolmogorov avant 1959, le coefficient ¢ par Ibragimov
en 1962 et le coefficient ¢ par Bum, Hanson et Koopmans en 1963. Les liens entre les
propriétes mélangeantes et les conditions en norme LP du noyau markovien d’une
chaine de Markov sont démontrés dans [47], qui contient également de nombreux
autres résultats. Les suites stationnaires mélangeantes sont étudiées en détail dans
[30], dont la représentation spectrale et le théoreme de la limite centrale.

Toutes les définitions des propriétés mélangeantes s’étendent au cas du temps
continu. Cependant, les notions d’hypercontractivité et d’ultracontractivité semblent
plus intéressantes pour les processus markoviens. Dans [3], un processus (X;, ¢ > 0)
défini sur un espace de probabilité (€2, P), est dit hypercontractif s’il existe une
constante A > 0 telle que pour tous p > 1,g > 1 et t >0,

¢—1<(p-DeM =Vf, [E(f(X)IX0)lq < [IF(Xe)llp-

Dans ce cas, |E[f(X0)g(Xo)]| < 9(Xo) g | F(X0)llps avee 1/q' +1/g = 1 et (p—
1)(¢" — 1) > e~*'. En particulier, pour un semi-groupe markovien de probabilité
invariante 7, I'hypercontractivité s’écrit simplement par

q—1<(p-1)e=Yf, |Pifllree < IfllLee)-

Pour plus de détails, se reporter & [3, 28], ou ’équivalence entre ’hypercontractivité
et les inégalités de Sobolev logarithmiques est décrite, et & [2] pour le lien entre
certaines inégalités de Sobolev logarithmiques et 1’existence d’un trou spectral.

Dans [28], un semi-groupe P; de mesure réversible 7 est dit ultracontractif, si
pour tout £ > 0 et tout 1 < p < oo, P, est contractif de LP(w) dans LP(m) et si
pour tout t > 0, || Pi||2—cc = Ct < 00. Le semi-groupe P; étant autoadjoint, nous
en déduisons en passant dans les espaces duaux que || P;||1—2 < Cy. Ainsi

1Ptll1500 < 1P /2ll2—ocllPry2llime < 0752/2-

Supposons que le semi-groupe admette un noyau continu p¢(x, y) tel que pour tout
feLi(m)

Pt@) = [ pile) f@)nldy).
alors ce noyau est uniformément borné et
|pt(xzy)‘ S Ot2/27 t>07 Vz7y

En particulier, ceci implique que l'opérateur P; est de Hilbert-Schmidt, donc com-
pact dans L?(n), [28, 2].



CHAPITRE 6

Inégalités dans le cas général

L’objectif de cette partie est d’étendre, dans un premier temps, aux chaines
de Markov définies sur un espace d’états quelconque, les bornes exponentielles du
type Chernoff obtenues dans le cas fini. Nous ne considérerons que des chaines de
Markov t-irréductibles, positives récurrentes, i.e. possédant une unique probabilité
invariante 7. Une premiere méthode pour obtenir une telle borne consiste a supposer
une propriété de p-mélange sur le processus. Cette propriété étant équivalente a une
L2-condition (cf lemme 5-(3.8)), elle se rameéne &

8= sup{ ||Pg||2; m.9g=0, g# O} < 1.
llgll2

Notons que cette condition implique que le rayon spectral de P, , restriction de P

au sous-espace fermé des fonctions de moyenne nulle est strictement inférieur a 1.

Comme P, est borné, son spectre est strictement inclus dans le disque unité. La

distance (ou trou spectral) entre la valeur propre 1 de P et le spectre de P, est

alors inférieure a 1 — (3.

Nagaev [42] semble avoir été le premier & utiliser la méthode des perturbations
pour obtenir des résultats asymptotiques dans le cadre d’une chaine de Markov
satisfaisant & la condition de Doeblin (D). En particulier il obtient un théoréme
central limite sous la condition que f € L?(m) [42][th. 2.2]. Ce résultat améliore
celui du théoreme 5-(1.10). Nagaev obtient également, sous certaines hypotheses,
par la méthode des perturbations un développement asymptotique au premier ordre
de la différence P(n='/20~1S, < z) — ®(z), ®(z) étant la fonction de répartition
de la loi normale [43][th. 2].

Lorsqu’une fonction mesurable f vérifie les conditions suivantes :

/ fym(dn) =0, suplf(@)] < 1. / 2 (a)n(dz) < B2,

il est alors possible d’obtenir la majoration suivante [38] :

Pt Y100 2 ) e UG (- )| s

Cette borne s’étend également aux processus markoviens, en supposant qu’il existe
A > 0 tel que

1Pegllz < e Mllgll2, V> 0,79 = 0.

La deuxiéme méthode consistera a étendre la méthode des perturbations utilisée
dans le cas d’un espace fini, au cas général. Pour appliquer les résultats décrits
dans la partie précédente, il suffira de supposer d’une part que 1 est une valeur
propre isolée du spectre du noyau markovien et d’autre part que le projecteur
propre associé est de rang fini (resp. 0 est une valeur propre isolée du générateur
infinitésimal, dont le projecteur propre associé est de rang fini). Or nous avons vu
(cf lemme 5-(2.5)) qu’il suffit pour cela que le noyau markovien de la chaine soit
quasi-compact, condition elle méme équivalente & ce que la chaine satisfasse a la

97
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condition de Doeblin. Rappelons que la condition (Dy) est équivalente & la propriété
de ¢-mélange (cf lemme 5-(3.9)) condition plus forte que celle de p-mélange.

1. Chaines de Markov

Soit un noyau markovien P défini sur un espace X, dont la valeur propre 1
est isolée. Notons par e(P) la distance de 1 au reste du spectre de P. Supposons
également qu’il existe une unique probabilité invariante 7 pour le noyau markovien
et que ce noyau agit sur L?(m). P est donc un opérateur borné défini sur I'espace de
Hilbert L?(7) et I'existence d’une unique probabilité invariante implique que 1 est
une valeur propre de multiplicité 1 (relation entre le spectre de P et de son adjoint)
donc que le projecteur propre noté E, est de rang fini 1.

L’espace H = L?(w) admet alors la décomposition H = M’ & M"”, ou M' =
E.H, et les restrictions Py et Py de P & M’ et M admettent pour spectre
respectif {1} et 3(P) \ {1}. Le spectre de Py est constitué d’un seul point, donc
Py — I est quasi-nilpotent (i.e. son rayon spectral est nul). La résolvante R(() de
P peut s’écrire comme la somme

R(¢) = R(Q)+R'(Q)
R(¢) = R(Q)Ex R"(¢)=R()(1 - Ex),

ou R"(¢) s’appelle la résolvante réduite de P pour la valeur propre 1. En particulier
S = R"(1) est l'inverse de la restriction de P — 1 a M", i.e.

(P-1)S=SP-1)=1—-E,, SE,=E.S=0.
Soit f une fonction réelle mesurable définie sur X', F telle que
mf=0,  |flle<1, |fIE<P* <1

Soit g la mesure initiale du processus; nous la supposerons absolument continue
par rapport a m et nous noterons ¢ sa densité. Nous voulons donc borner la vitesse
de convergence de la probabilité

Py[n? ; F(X5) = mf 2]

De fagon identique au cas d’un espace d’états fini, nous obtenons grace a I'inégalité
de Chebyshev la majoration suivante pour 7 > 0 :

P, {n_l i f(X;) > 7} < e "™ME, eXP(Ti f(Xz))

= e Y / o(xo)m(dxg) / P(xqg,dxy)e" @) .
~-/P($n,17d;vn)erf(l")

— e / (@) PP ()1 () (d),

ou Py(r)g(z) := [e"TWg(y)P(x,dy), et 1(z) = 1 pour tout z € X. Supposons
que ¢ € L?(), nous pouvons donc appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz, ce qui
conduit a

Py [nl Y f(X) = 7} < llplloe™[[PF (r)1]2-
i=1

Ceci ne s’applique pas lorsque la mesure ¢ est concentrée en un point x, i.e.
lorsque le processus démarre du point z. Dans ce cas nous avons la majoration
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suivante .
P, [n S AX) 2 v} < PR (1),
i=1

Notons que la distribution marginale de la chaine aprés une étape est P(z,-). L’hy-
pothese supplémentaire sur les fonctions de transition

P(z,) <, pour tout z € X,

résout le probleme. Cela sera en particulier le cas si P(z,dy) admet une densité
p(z,y) par rapport a la mesure m, F ® F mesurables et vérifiant la condition de
Hilbert-Schmidt

/p(ﬂfvy)Qﬂ(dx)w(dy) < 00.

L’opérateur Py(r) agit sur L?(m), il est borné par ||Ps(r)||2—2 < expr| fco-
Désignons par D l'opérateur multiplicatif défini par Dg(x) = f(x)g(z). Cet opérateur
est borné dans L?(m) de norme || f||. Nous pouvons donc exprimer Py (r) sous la
forme suivante :

0o Ti )
_ o i
Pi(r)=P+> TP’
i=1
ot ||PD"|2—2 < n!(1/2)"~!. Nous obtenons ainsi une famille d’opérateurs holo-
morphes de type (A). Il est possible d’utiliser directement les expressions obtenues
en dimension finie, pour estimer les coefficients du développement en série de la
valeur propre perturbée f3y(r), issue de 1. Nous pouvons prendre
( 2 1)—1 S e(P)
ro=|—=+= .
07 \ep) "2/ T3

QUESTION : Peut-on assouplir la condition sur f? Par exemple pour que
Pr(r)g € L3(r), des que g € L%(m), il suffit que sup, [ P(z,dy)exp(rf(y)) < oo,
pour 7 petit. En particulier, I’emploi de la formule de Stirling conduit aux conditions
suffisantes pour r < 1/(2ep) :

/P(%dy)f"(y)‘ =M, < oo

sup
xr

1
lim sup —M,ll/" =p
n

n

1.1. Chaines réversibles. Si la mesure 7 est réversible alors l'opérateur P
est autoadjoint dans L?(r). L’opérateur Py(r) défini par

Pi(r)gla) = [ eH @S 0 g()Pla.dy) = 570 Py (r/2)g(c),
est également autoadjoint dans L?(7) et vérifie la relation
Pi(r)l(x) = e%rf(x)ﬁ}l(r)e%f(x).

Introduisons lopérateur mulptiplicatif E, défini par E,.g(z) = g(x)exp(rf(x));
nous pouvons alors écrire I'identité précédente sous la forme

Pi(r) = E_, s P}(r)E, o

Nous en déduisons que le rayon spectral de Py(r) est identique au rayon spectral
de P¢(r). Nous obtenons la majoration suivante

Py n 30 106) 2 3 < lellae 1= 1)
=1

= [lollze" = e= 7 53 (r)
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olt By(r) est le rayon spectral de Py(r). Or Pj(r) étant autoadjoint possede un
spectre réel; donc pour r > 0 suffisamment petit, le rayon spectral By(r) sera
identique & la valeur propre perturbée issue de 1 (cf th. 4-(2.2)). Or pour tout r,
Bo(r) est aussi une valeur propre de Py(r) telle que 5p(0) = 1, c’est donc la valeur
propre 1 perturbée. Nous sommes donc ramenés a majorer Bo(r), il suffit pour cela
d’utiliser les estimations obtenues dans le cas fini. Nous obtenons alors le théoréeme
suivant

THEOREME 1.1. Soit P(x,dy) un noyau markovien défini sur un espace proba-
bilisé (X, F, ) ot 7 est l'unique probabilité invariante de P. Soient f : X — R une
fonction bornée telle que f =0, |[fllo <1 et 0 < | f||> < b2 et q la distribution
initiale du processus markovien ayant pour densité relativement a m, une fonction
@ € L2(r). Supposons que l'opérateur linéaire P, défini par le noyau de transition
du processus, vérifie les hypotheses suivantes :

(1) P se prolonge a L?(m) et est autoadjoint,
(2) 1 est un point isolé du spectre de P ; ©(P) = {1} + X/(P).
alors pour tout n > 0 et tout 0 < v < 1,

ny2e(P)

46%(1 + h(5v/6%)) |’

) B[ Y ) 2] £ e ol enp -
i=1
ot €(P) = dist(1,%'(P)) > 0 et
h(z) = %(\/1+x7 (1—2/2)).

REMARQUE 1.2. Nous avons supposé que 7 était une probabilité invariante,
ceci pour que les fonctions constantes appartiennent a L?().

Le théoreme n’est pas valable si la mesure initiale q est concentrée en un point
x, & moins de supposer que pour tout € X' la mesure P(x,-) < 7.

EXEMPLE 3. Le processus gaussien de I'exemple (5-(1)) vérifie une condition
L2, par conséquent la chaine de Markov correspondante satisfait aux hypotheses du
théoreme 1.1. La chaine étant réversible pour la mesure gaussienne standard -, le
trou spectral est égal & |n|. D’autre part pour tout « € R, P(z,+) < v; cette mesure
admet pour densité par rapport a la mesure «y la fonction

2 1 2 T
. /2 B n LAY
Pa(y) = €* eXp< W )
=) 1—2 2(1—772)( n)

dont la norme L? est

H‘PQ:||2 _ (1 _ n4)71/4612(1+n2)/2.

Nous obtenons ainsi la majoration suivante :
elnl/s

P, [nl gf(Xi) > V] < A= yyinc

EXEMPLE 4. Supposons que la chaine de Markov vérifie la condition de Doeblin
(Do) c’est-a-dire qu’il existe un entier k et un § < 1 tels que

sup |[P®) (2, ) — P®) (y, )|y = 6.
l‘,y

@ (14n%)/2

ny?[n] }

P [_45)2(1 + h(5y/b2))

Cette chaine admet une unique probabilité invariante w et
1P () = v < mp",

avec k = 0! et p = 6'/*. L’opérateur linéaire P présente un trou spectral e(P) >
1 — p, donc le théoreme 1.1 s’applique dans le cas réversible .
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Pour les mémes raisons, la borne du type Berry—Esséen s’étend au cas des
chaines de Markov réversibles vérifiant les hypotheses du théoreme 1.1. Le résultat
obtenu par B. Mann peut donc étre élargi au cas d’un espace non dénombrable.

REMARQUE 1.3. Dans le cas d’'une matrice positive irréductible, le théoreme de
Perron-Frobenius garantit ’existence d’un vecteur propre strictement positif associé
a la valeur propre maximale. En est-il de méme pour un opérateur positif général ?
Le théoréeme II1.10.1 dans [29][Thm. III1.10.1] apporte une réponse positive sous
certaines conditions. En particulier, considérons un opérateur P & noyau admettant
une densité p(z,y) par rapport a une certaine probabilité u(dz). S’il existe un entier
ng, et 0 < a < b < oo tels que a < p("‘))(x, y) < b, alors P admet une valeur propre
positive, maximale en module, et une fonction propre associée u(x) uniformément
positive; i.e. il existe ¢ > 0 telle que pour tout z, u(z) > c¢. Dans ce cas, la preuve
de la borne inférieure, établie au chapitre 2, s’applique.

1.2. Chaine non réversible. Dans cette section, nous allons étendre le résultat
précédent au cas des chaines de Markov non nécessairement réversibles. Par analo-
gie avec la dimension finie nous aurons besoin d’étendre le théoreme de Marcus au
cas des opérateurs linéaires bornés.

LEMME 1.4. Soit T € B(H), alors pour tout n >0
(T < |[(T*T)||"

DEMONSTRATION. Soient U et V' deux éléments de B(H), comme (UV)" =
U(VU)"1V, le rayon spectral p(UV) = p(VU). Soit T € B(H), prenons U = T*
et V =T alors U"V™ est autoadjoint donc

U™V = p(U"V")
=p((Vvu)u"—tvrh
< [l((voyur=tvet|
< |[volior=tvei
< 17T,
(]

Ce lemme nous permet d’étendre directement le résultat obtenu en dimension
finie au cas d’un espace quelconque sous certaines hypotheses; d’ou le théoreme
suivant :

THEOREME 1.5. Soit P(x,dy) un noyau markovien défini sur un espace proba-
bilisé (X, F, ) ot m est 'unique probabilité invariante de P. Soient f : X — R une
fonction bornée telle que f =0, |[flleo <1 et 0 < | fI|* < b% et q la distribution
initiale du processus markovien ayant pour densité relativement a m, une fonction
¢ € L*(m). Supposons que l'opérateur linéaire P, défini par le noyau de transition

du processus, vérifie les hypothéses suivantes :
(1) P se prolonge a L?(m)
(2) 1 est un point isolé du spectre de K := P*P;

(3) La dimension du projecteur propre de K associé a la valeur propre 1 est
finie et égale a 1,

alors pour tout n > 0 et tout 0 < v < 1,
ny?e(K)
8b%(1 4 h(5v/b2)) ]’

12 op [nlizn;fm) > v} < lpllz exp [
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ot €(K) désigne le trou spectral de K et

M) = 5 (VIT T~ (1—2/2).

2. Processus markoviens

2.1. Rappels. Etant donné un espace probabilisé (X, F, ), nous considére-
rons un semi-groupe d’opérateurs P; agissant sur l'espace B(X,F) des fonctions
mesurables bornées a 1'aide d’un noyau de transition p;(x, dy) :

Pf(x) = /X F ()i dy).

Nous supposerons toujours que les mesures pt(m, dy) sont positives et bornées et que
les opérateurs P; se prolongent en opérateurs bornés sur L?(7). Nous supposerons
de plus les propriétés suivantes :
(1) (Propriété de semi-groupe) : P.Ps = Piys; et Py =1.
(2) (Continuité forte en 0 dans L?()) : Pour tout f € L?(w), P.f — f dans
L?(r) lorsque t — 0.
(3) B1=1.

Les semi-groupes markoviens sont associés aux processus de Markov (X;) d’espace
d’états ’espace X par la formule

E.f(Xt) = P f(x).

Nous noterons Dj le domaine dans L?(7) du générateur infinitésimal —A du
semi-groupe P; : Dy est I'espace des fonctions f de L?(w) pour lesquelles la limite
dans L2(7)

1
Af =lim —(f - P,
f=lim - (f = Pf),
existe. L’espace Do est dense dans L?(7) et est stable par action du semi-groupe

P;. Réciproquement, opérateur —A et son domaine Do déterminent entierement
le semi-groupe borné P; (cf section 4-(3)) satisfaisant a 1’équation

0P f =—PAf=—APf.
Pour tout f € Dy(A), le processus

M, = F(X,) — f(Xo) + /O AF(X.)ds

est une martingale pour la filtration engendrée par le processus X;. Elle admet alors
une version cadlag, par conséquent le processus f(X;) en tant que semi-martingale
admet une version cadlag. Il est alors possible de considérer l'intégrale de Riemann

I3 f(Xs)ds.

2.2. Inégalités pour les processus markoviens. La preuve du théoreme
2-(1.1) dans la section 2-(1) est basée sur la propriété suivante valable pour toutes
matrices A, B

k
ler{:o (exp(A/k) exp(B/k)) =exp(A + B).

Pour adapter la démonstration de ce théoreme dans le cas général, il sera nécessaire
d’étendre cette propriété aux générateurs infinitésimaux des semi-groupes marko-
viens. Bien évidemment, pour cela il faudra que la somme des deux générateurs
soit également un générateur; cette extension est connue sous le nom de formule
produit de Trotter.
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THEOREME 2.1 (Trotter). Soient A € G(1,53), A€ G(1,5') et r un réel positif
tels que D(A + rA) = D(A) N D(A) soit dense dans X. Alors (la fermeture de)
—(A 4+ rA) engendre un semi-groupe fortement continu en zéro si et seulement si
RA+ A+ rA) est (dense dans) X pour un X > B+ rf. Si —(A+rA) (ou sa
fermeture) engendre un semi-groupe fortement continu en zéro, celui-ci est donné
par

[t/h]
Sp¢ = lim (exp(—Ah) exp(—rAh)) )
h—0

La preuve de ce théoréme figure dans I'article original de Trotter [50], ou dans
[21]. En particulier, d’apres le théoreme 4-(3.1) si A € B(X) alors pour tout r > 0,
—(A — rA) engendre un semi-groupe qui s’exprime par

e—tA=TA) _ iy (ef(t/n)Ae(t/n)rA)n.
n—oo

Considérons un processus markovien irréductible ayant pour unique probabilité
invariante 7. Supposons que le semi-groupe markovien associé agisse sur L?(r), et
que son générateur infinitésimal —A soit tel que le symétrisé additif (A + A*)/2
admette 0 comme valeur propre isolée simple. Le projecteur propre associé sera par
conséquent de rang 1. Conformément & ce qui a été vu a la fin de la section 4-(3.1),
il existe un réel A; > 0 tel que pour tout f € Dy(A) de moyenne nulle pour la
mesure 7, | P, f]] < exp(—A1t). A1 sera appelé trou spectral du symétrisé additif du
générateur.

La formule de Trotter appliquée & A € G(1,0) et & Popérateur multiplicatif,
par la fonction f, permet de se ramener a la détermination d’une majoration de
la norme du semi-groupe P;(r) engendré par —A(r) = —(A — D). Posons A(r) =
(A+A*)/2 —rD, alors || P(r)|| < exp(—Ao(r)t), o

No(r) = inf{ (A(r)g. 9)/llgl1%, g #0}.

Mais comme ]\(r) est autoadjoint, A\g(r) sera égal & la valeur propre perturbée issue
de 0. Nous obtenons donc le théoreme suivant

THEOREME 2.2. Soit un processus markovien irréductible et ergodique d’espace
d’états X et de semi-groupe (P;). Supposons que son générateur infinitésimal —A
vérifie les conditions suivantes :

(1) A se prolonge & L?(w), ou 7 désigne l'unique probabilité invariante du
processus,

(2) 0 est un point isolé du spectre de A.

Soient f € Da(A) : X — R telle que wf =0, sup, |f(z)| <1 et 0 < | f]|*> < b* et
q la distribution initiale du processus markovien ayant pour densité relativement a
7, une fonction @ € L?(m). Alors pour toutt > 0 et tout 0 <y <1,

72>\1t
46%(1 + h(4v/6%)) |

1 t
@0 B7 [ 1002 ) < lelaes |-
0
ot A1 est le trou spectral de (A + A*)/2 et
1
h(z) = §(x/1 +a—(1-2/2).

REMARQUE 2.3. Supposons A réversible; lorsque la distribution initiale est
concentrée en un point x donné, le résultat précédent ne s’applique pas directement.
Supposons de plus le semi-groupe P; ultracontractif et admettant un noyau continu
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pt(x,y) par rapport & la mesure 7. Alors, le semi-groupe P;(r) est également ultra-
contractif, car pour g € L?(7) et ep(t) := exp fot h(X)ds
Py(r)g(w) < Eylears(t)]'* Ex[lg(X0)[]"/?
1/2
< sup By lear (0] [sup [pe(a,9) [ 1)
x x,Y
< eTHf||OOtCt/2Hg||27
la derniere inégalité provenant de la majoration uniforme du noyau de P;. Ainsi,
[Pe(r) 200 < Cf et
1t
sw P |7 [ i 2] < pml
x 0
< e | P(r)ll2—o0
e T Pr (1) |25 00 | Pe—to (1) [l 252

[_ Y2 (t = to) ]
402 (1 4 h(2y/0%)) )’

IN

IN

C}, exp

ou 0 <ty<t.

Par une preuve identique & celle du théoréme 2-(3.1), nous obtenons, sous les
hypotheéses du théoreme précédent, une borne de Berry-Esséen identique a celle
obtenue dans le cas fini.

EXEMPLE 5 (Processus d’Ornstein-Uhlenbeck sur IR™). Soit 7, (dz) la mesure
Gaussienne dans R",

Yo (dz) = (27r)_”/26_|”“"2/2dx.

Considérons l'opérateur différentiel L défini sur I'ensemble C°(IR™) des fonctions
indéfiniment dérivables sur R™ & support compact, par

L:=A—-2V,

ou
n

n
A=) (0%/0x7), V= x:(0/0x;).
i=1 i=1
L’opérateur L est symétrique dans L?(7y,) d’apres la formule de Green, d’ot I'exis-
tence d'une extension fermée. Le semi-groupe associé a ce générateur est appelé
semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck. Il admet une densité absolument continue par
rapport a la mesure de Lebesgue et s’exprime par

Pf(@)= [ F(e e (1= e ) ) (dy).

Ce semi-groupe s’étend & L?(,,) ; considérons alors I'extension L de L au domaine
Dsy(L) des fonctions f € L?(v,) telle que la limite suivante existe

o B

im —————.

t—0 t

Notons que C°(IR") est dense dans Do (L). D’autre part le semi-groupe est autoad-
joint dans L?(v,,). Une dérivation en zéro de l'identité

<Ptfvg>:<fvptg>v f,g€D2(L)7

prouve que L est symétrique dans DQ(L). L admet ainsi une extension fermée que
nous désignerons par L.
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Soient hg, k € IN les polynémes d’Hermite
hi = (—l)kexzpd—ke*ﬁ/?
dzk
Les polynomes hy/ Vk! forment une famille compléte orthogonale dans L2 (71). Les
polynomes

Hy(z) = Hhki(%)/\/’?ﬂ’

ot k = (ki,---,ky), forment une base orthonormée dans L?(y,) de fonctions
propres de L pour les valeurs propres respectives ki.ks - - - k. Ainsi L est autoad-
joint et admet un trou spectral égal a 1. Le théoreme 2.2 s’applique donc avec
A =1,

Signalons que le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck est hypercontractif (théo-
réeme de E. Nelson) : pour 1 < p < ¢ < 0o et t > 0 vérifiant e’ > [(¢—1)/(p—1)] 1/2,
alors pour toutes fonctions f € LP(v,,),

1P:fllq < 11f1lps

ol || - ||, désigne la norme dans LP(,).

EXEMPLE 6 (Processus de sauts). Un processus de sauts d’espace d’états X est
défini & partir d’un noyau de transition markovien p(z, dy) de probabilité invariante
7 et du générateur infinitésimal

Af(z) = / (@) — F)n(a.dy), | e L),

Cet opérateur est borné dans L?(7) (de norme < 2). Le processus de sauts associé
peut se construire de la fagon suivante : soit ¥ = (Y,,) une chaine de Markov &
valeurs dans X’ de noyau de transition p et soit V' = (V(¢)) un processus de Poisson
de parametre 1 indépendant de la chaine Y. Posons X; = Yy (), ce processus est
alors un processus de Markov de semi-groupe

olt P est opérateur associé au noyau de transition y, i.e Pf(z) = [ f(y)u(z,dy)
[21][84.2]. Dans 'article [37], les auteurs donnent des bornes du spectre de Popé-
rateur A sur les fonctions de moyenne nulle pour la mesure 7. La borne inférieure
fait intervenir la constante de Cheeger définie par

ki= ot k(A),
o< (A)<1
_ Jm(do)La(@)p(z, A%)
(2.2) k(A) = ESEeD
(2.3) _ —(Ta, M ae)r  (Ta, M a)x

m(A)m(Ae)  w(A)m(Ae)
Supposons dans un premier temps la mesure 7 réversible, le spectre de A est donc
réel. Le théoreéme 2.1 et la proposition 2.2 dans [37] conduisent aux estimations du

trou spectral
2

k
— <\ <k
g SM=

L’expression (2.3) implique que la constante de Cheeger du symétrisé additif de
A est la méme que celle de A. Par conséquent le théoreme 2.2 s’applique lorsque
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la constante de Cheeger du processus est non nulle. Notons également que si 7
n’est pas réversible, le théoréme 2.3 dans [37] dit que le spectre de A restreint aux
fonctions de moyenne nulle est inclus dans ’ensemble

{A: A <2 et ReX > Kk?/8).
EXEMPLE 7 (Mouvement brownien sur une variété riemannienne compacte).
Soit M une variété riemannienne compacte, connexe et de dimension n. Dési-

gnons par g;; le tenseur métrique covariant, par g le déterminant de la matrice (g;;)
et par u(dz) la mesure riemannienne définie par

p(dr) = \/gdx* - - - dx™.

Considérons le semi-groupe P; de générateur infinitésimal 'opérateur de Laplace-

Beltrami 5 of
1 .
Af = —— h— (M
fim e (VA sk ). ree=

écrit avec la convention de sommation d’Einstein.
La formule de Green [25][prop. 4.11] montre que le générateur est autoadjoint
dans L?(u) et admet un spectre discret

M=0<A <A< Ay <een

tel que chaque espace propre E, est de rang fini [25][th. 4.43]. Ainsi le théoréme 2.2
s’applique. Par exemple, dans le cas de la sphére SN dans RV les valeurs propres
du Laplacien sont k(k+ N — 1), avec k € IN, et donc le trou spectral a pour valeur
N [25][cor. 4.49].

3. Compléments

Au chapitre 2, nous avons étudié le développement d’Edgeworth de la proba-
bilité de déviation. Bien entendu, le résultat obtenu s’étend au cas d’une chaine de
Markov a espace d’états quelconque ; en particulier, le cas d’une chaine de Markov
satisfaisant & la condition de Doeblin (Dg) est traité dans [42]. Un autre type de
développement asymptotique peut étre obtenu dans le cas des chaines de Markov ; il
s’agit de 'approximation du point de selle. Exposons les principes de cette méthode
présentée dans [33].

Soit P un noyau markovien satisfaisant a la condition suivante : il existe une
probabilité v(dz) sur l'espace d’états (X, F) et des constantes 0 < a < b, telles que

av(A) < P(x; A) < bv(A4), xeX, AelF.

Soit p(x,dy) = %(y), alors nous avons a < p(z,y) < b. Soit f une fonction

mesurable de X dans IR, posons

Py(z, dy) = exp{0f (y)} P(x, dy).
D’apres la remarque 1.3, 'opérateur Py, associé au noyau introduit ci-dessus, admet
une valeur propre maximale A(6) et une fonction propre u(-; #) uniformément bornée
et positive. Il existe également une mesure propre L(dx;0), i.e. [ Py(x; A)L(dx;0) =
A(O)L(A;0), telle que sa densité par rapport a la mesure v soit uniformément po-
sitive. Normalisons u(-;8) et L(+;0) de telle fagon que

mo(A) ::/Au(x;Q)L(dx;G)

soit une probabilité sur X. Suivant [33][chap. 9], nous pouvons construire un nou-
veau noyau markovien dépendant de 6 de la fagon suivante :

Qula.dy) = No) 2

Pe(xa dy)
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Ce noyau admet pour probabilité invariante la probabilité my définie ci-dessus; en
outre mo f = [ f(z)me(dz) = £'(0), ot k(#) := log A(9). Soient S,, = > | f(X;)
et ¢ la mesure initiale de la chaine de Markov (X;) de noyau P, nous obtenons par
changement de mesure, ’expression suivante :

u(Xo;0)
u(X,; 0)
ou Ejy , désigne I'espérance sous la mesure engendrée par le noyau Qg et la mesure
initiale q.

Etant donnée la probabilité

Py(n™'S, > x) = exp{—n(fz—k( ))}an{ exp[—0(S, —nw)] 1{5727”}},

n

Qn,o(C /10 w0, s wn)q(dwo) [ [ Qo(wiov, dxy),

=1

introduisons une nouvelle probabilité P, ¢ de densité par rapport & Qs g,

dP, ¢ _qu(xo; 6
— % — 4, (0) 1@)
dQn. u(zn;0)
ol 1, (#) est une constante de normalisation. Notons que
dpn,@

P, (A"(0)¢n(0)) " exp{0S,}.

Désignant par E,, g ’espérance sous cette nouvelle probabilité, nous avons
Pq(nflSn >x) = exp{—n(&z - n(@))}d)n(ﬁ)Emg {exp{—@(Sn — nm)}l{snz,w}]

Supposons que P, g admette une densité f, ¢(y) par rapport a la mesure de
Lebesgue sur R et que y(t) := E, gexp{itS,} € L¢(R) pour un ¢ > 1. Alors la
formule d’inversion s’applique [33][théoréme 1.2.1], d’ol1 en posant

p0(5) = Buexp{’5 (50— io(6) — i (9))},
nous obtenons
Fuo®) = o5 [ exvl5n0) + nim (0))} exp( =L o )i,
Py(n7'S, > x) = exp{—n(0z — r(0)) 1, (0)

o [ T el (10(®) + i (6) - ),

X
2 Jp 1+ it/
olt a := d6. Choisissons 0 tel que &'(f) = ; alors Oz — k(h) = supys (0 — £(0)) ==
k*(x). D’autre part, si

To(t)(z, dy) := Qo(x, dy) eXp{ —p1(9))},

désigne la perturbation de lopérateur associé au noyau Qp et si U(f) désigne
lopérateur multiplicatif par la fonction u(+;6), alors

Yn(O)p0(5) = e—“%‘”q.U<e>Te<t>”U<e>—11,

avec les notations usuelles. En choisissant ;1 (0) = [ f(z)mg(dz) = & (é) = x, nous
obtenons ’expression suivante :
1 1 - .
Pyn 'S, >a)=e @ — [~ qU@B)T;(t)"U6) '1dt.

2ra Jgp 1+ it/a
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Soient A(t) la valeur propre maximale de Ty(t), Ti(t) le projecteur propre as-
sociée a A(t) et To(t) = I — Ty (t), nous avons
_MO+/N) )

()
q.UO)T;(0)"U(0) 11 = A(t)"q.UO) Ty (U (0) "1 + q.U(0)Ty(t)"To(t)U ()~ '1.

3

Prenons § = y/n«k" (), nous avons alors, pour |¢| suffisamment petit, les développements
suivants [33] [cha 9] :

5 N~ 5 itn(0) 72(0) 5 [t
UOT(OUB) 11 = ~vo(0) + — =+ wer (0) =,
LUOT(OUO) 1 = 70(0) Vel oy + e 0) 5
d N n N\ —1 0\ 1
s UO)T;(t)"To(t)U(0) 1| Swea2(9)p"|t], p <1,
2 it tt 4 ~ P
nlogAt) =~ — 5= (0) + 5r-Gu0) +wer )
ol |w| < 1 et ¢u(0) = ™ (0)/(k®(0))*/2. Nous obtenons ainsi, pour [t| petit
. P t2 it?
QU0 U0) "1 = exp(=5) {10+ —=itm = 6]
1r ¢ a6 Gyt
+olge g+ 6 )~ 57043} - rrenr.

Pour conclure, introduisons les fonctions d’Esscher [33][chap. 2]

1 2\ (it)*
Bir(a) = — (—)7&, 0, k=01,
ko) =or | o\ )T «-

Nous obtenons, par une technique identique a celle utilisée pour obtenir un dévelop-
pement d’Edgeworth, ’approximation du point de selle

P,(n7'S, > z) = e_””*(x);{Bo( )Y+ — [7131( ) + L@Bd( )}"‘

Vo 6
+ 2 [ZBa(e) + (255 + ) i) + 25 Bu(a)] | + Breu
ntl2 24 6 72

Les hypotheses justifiant ces résultats figurent dans [33][chap. 9].
Le coefficient 7y, est positif, puisque

Yo = /u(x,é)q(dz) > minu(x;0) > 0.

Posons R? = 2(nk*(x) —log 7o), alors d’apres [33][p. 82, 83],

lBo(a) = exp(%) 1-®(a)]

2
=eo(3) -0l s g -
B ) = OB (1B 0) - By(a) + O

a3

Py(n718, > x) = {1 - ®(R)} + \/%exp<§2){i - %} +O(e’<p(7;f/2))7
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ou ® désigne, comme d’habitude, la fonction de répartition de la loi gaussienne.

Soit .
«
RL = R+ Elog (R>7

nous obtenons, d’apres [33][th. 5.1.1], Papproximation suivante, dénommée également
formule de Lugannani—Rice :

P,(n 'S, > )~ 1—-®(Ry).
La combinaison des estimations des valeurs propres perturbées et des techniques
d’approximation du point de selle pourrait permettre d’améliorer les bornes du type

Chernoff obtenues auparavant. Cette perspective débouchera certainement sur des
calculs fastidieux et techniques, mais les enjeux en valent la peine.
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