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Introduction

Le développement de la modélisation des phénomènes aléatoires par châınes de
Markov pose le problème du contrôle de convergence des algorithmes de simulations.
Les méthodes de simulations par châınes de Markov ergodiques s’appuient sur la
loi des grands nombres, qui stipule que pour toute mesure initiale q, la quantité

1

n

n∑
i=1

f(Xi)

converge vers la moyenne

πf :=

∫
f(x)π(dx),

où π désigne l’unique probabilité invariante de la châıne. Il convient alors, de
déterminer un nombre suffisant de pas de simulation pour déterminer, de façon suf-
fisamment précise, la moyenne d’une certaine fonction par la moyenne empirique.
Au lieu de s’intéresser à la proximité de la distribution d’un échantillon de la châıne
à sa mesure stationnaire, l’objet de cette thèse sera de considérer la probabilité de
déviation

(0.1) Pq

[
n−1

n∑
i=1

f(Xi)− πf ≥ γ
]
,

où γ > 0. D. Gillman dans sa thèse [26] fut le premier à déterminer une majoration
de cette quantité, ceci dans le cas d’une châıne de Markov réversible à espace d’états
fini. Plus que le résultat obtenu, la méthode employée pour l’obtenir fut le point
de départ des travaux présentés dans ce document. En effet, la preuve utilisée par
D. Gillman s’appuie sur la théorie des perturbations des opérateurs linéaires. Dès
1957, S. V. Nagaev a employé cette théorie pour obtenir des résultats asymptotiques
sur des châınes de Markov générales vérifiant une condition de Doeblin [42, 43].
Le développement de cette théorie, dont les principaux résultats figurent dans le
livre [34] de T. Kato, permet dans un premier temps d’améliorer le résultat obtenu
par D. Gillman et de l’étendre aux châınes non réversibles, puis dans un deuxième
temps de considérer le cas d’un espace d’états non dénombrable. Signalons que I.H.
Dinwoodie [16] a amélioré le résultat obtenu initialement par D. Gillman tout en
l’étendant aux châınes non réversibles. Pour cela, il a adapté une technique de F.
Rellich, l’un des principaux acteurs du développement de la théorie des perturba-
tions.

Les techniques mises en œuvre diffèrent des méthodes propres à la théorie des
grandes déviations [13]. Cette théorie fournit une vitesse logarithmique asympto-
tique de convergence vers zéro de la quantité (0.1), alors que la borne obtenue par
D. Gillman est valable pour tout n.

Le chapitre 1 synthétise les résultats de la théorie des perturbations des opérateurs
linéaires en dimension finie ; plus particulièrement ceux présentés dans [34]. L’ex-
tension de ces résultats aux opérateurs linéaires en dimension infinie est traitée au
chapitre 4, avec pour objectif l’étude de la quantité (0.1) pour une châıne de Markov
à espace d’états quelconque. Les opérateurs linéaires fermés ayant une valeur propre

vii



viii INTRODUCTION

isolée et dont le projecteur propre associé est de rang fini, joueront un rôle impor-
tant dans le contexte général. Les opérateurs quasi-compacts font partie de cette
classe d’opérateurs ; leurs liens avec les châınes de Markov (plus particulièrement
la condition de Doeblin) sont analysés au chapitre 5. Celui-ci rappelle également
quelques notions sur les châınes de Markov, en tentant un parallèle entre le point
de vue probabiliste développé dans [41, 17], le point de vue des opérateurs abordé
dans [52, 44] et le point de vue du mélange [18].

Le sujet principal des chapitres 2 et 3 se rapporte à la détermination d’une ma-
joration de la vitesse de convergence de la quantité (0.1), lorsque l’espace d’états
est fini. Le chapitre 2 étudie les processus markoviens, le cas des châınes de Markov
étant traité au chapitre 3. En adaptant la démonstration d’un théorème de Kol-
mogorov sur les variables aléatoires indépendantes [36], nous obtenons également
une minoration de la vitesse de convergence de (0.1). Enfin l’étude de vitesse de
convergence de la somme normalisée

(0.2)
1√
n

n∑
i=1

(
f(Xi)− πf

)
,

vers une loi normale centrée est abordée, via la détermination d’une borne du
type Berry-Esséen. En effet, la détermination des intervalles de confiance via le
théorème central limite permet d’estimer la précision des résultats d’une simulation
[9]. Contrôler si la fonction de répartition de la variable aléatoire (0.2) est suf-
fisamment proche d’une loi normale suppose la détermination d’une borne du type
Berry-Esséen et la connaissance de la vitesse de convergence de sa variance vers
la variance asymptotique. Dans sa thèse [39], B. Mann obtient une expression
explicite, pour tout n, d’une borne du type Berry-Esséen dans le contexte d’une
châıne de Markov à espace d’états dénombrable satisfaisant la condition de mélange
suivante :

sup
{
‖Pf‖π/‖f‖2π, πf = 0, f 6= 0

}
< 1.

La technique employée par B. Mann dérive également de la théorie des perturba-
tions, mais n’utilise pas les outils de [34], contrairement à ce que nous proposons
dans ces deux chapitres.

Enfin, dans le chapitre 6, les bornes du type Chernoff obtenues aux chapitres
2 et 3 sont étendues aux processus markoviens et aux châınes de Markov dont
l’espace d’états est quelconque. Pour cela, le générateur infinitésimal et le noyau
markovien associés respectivement au processus et à la châıne de Markov devront
avoir respectivement 0 et 1 comme valeur propre simple isolée.

Les chapitres sont divisés en sections et les sections en sous-sections ; par
exemple, la première sous-section de la quatrième section du premier chapitre est
référencée par §4.1 dans le premier chapitre, et par 1-§4.1 dans les autres cha-
pitres. Les théorèmes, propositions, corollaires, lemmes et équations sont numérotés
à l’intérieur de chaque section. Par exemple, l’expression lemme 3-(1.1) réfère au
lemme 1.1 du chapitre 3 ; il sera repéré simplement par lemme 1.1 à l’intérieur du
chapitre 3.



Première partie

Espace d’états fini





CHAPITRE 1

Perturbation des opérateurs linéaires en
dimension finie

Ce chapitre synthétise les résultats de la théorie des perturbations des opérateurs
linéaires en dimension finie ; résultats qui seront utilisés dans les chapitres ultérieurs.
Cette théorie, créée par L. Rayleigh et E. Schrödinger pour des questions de phy-
sique théorique, a été principalement développée par F. Rellich. Le résultat principal
de F. Rellich peut se formuler de la façon suivante. Soit T (χ) un opérateur borné
autoadjoint dans un espace de Hilbert H (non nécessairement de dimension finie),
analytique en le paramètre réel χ. T (χ) admet donc le développement en série
convergente (pour |χ| assez petit)

T (χ) = T + χT (1) + χ2T (2) + · · ·

Supposons que l’opérateur non perturbé T = T (0) possède une valeur propre λ
isolée du reste du spectre de T et de multiplicité m. Alors, T (χ) possède exacte-
ment m valeurs propres µj(χ), j = 1, · · · ,m (non nécessairement distinctes) dans le
voisinage de λ, pour |χ| suffisamment petit. De plus, ces valeurs propres admettent
chacune un développement en série convergente

µj(χ) = λ+ χµ
(1)
j + χ2µ

(2)
j + · · · .

Les résultats présentés ici ne seront pas démontrés. Ils proviennent en grande
majorité de [34], où figurent les démonstrations. La méthode utilisée s’appuie sur
l’étude de la résolvante comme fonction analytique, et en particulier sur l’expression
des projecteurs propres comme intégrale complexe, sur un certain contour, de la
résolvante. Ceci est la méthode la plus rapide, pour obtenir des résultats généraux
aussi bien que pour en déduire diverses estimations sur les rayons de convergence
et les coefficients des développements en série des valeurs propres perturbées.

1. Valeurs propres et résolvante

Nous ne considérerons que des opérateurs linéaires définis et à valeurs sur des
espaces vectoriels complexes, normés et de dimension finie. Par conséquent, ces
opérateurs ont une représentation matricielle finie et toutes les normes seront équi-
valentes. Cependant, la norme utilisée pour l’opérateur T sera généralement définie
par

‖T‖ = sup
‖u‖=1

‖Tu‖

La norme d’un opérateur est donc déterminée en fonction des normes adoptées
sur X et Y , celles-ci étant généralement de la forme

‖u‖p =
(∑

j

|ξj |p
)1/p

p = 1, 2, · · ·

‖u‖∞ = max
j
|ξj |,

où les ξj sont les coordonnées de u sur une base fixée a priori.

3



4 1. PERTURBATION DES OPÉRATEURS LINÉAIRES EN DIMENSION FINIE

Soit T un endomorphisme sur un espace vectoriel X de dimension finie. Le
spectre de T est l’ensemble des λ ∈ /C tels que l’opérateur T − λI ne soit pas
inversible ; il sera noté Σ(T ). Le complémentaire de Σ(T ) dans /C est appelé ensemble
résolvant et noté P (T ). Pour ζ ∈ P (T ), l’opérateur R(ζ) = (T − ζ)−1 est appelé la
résolvante de T. Les seuls points singuliers de R(ζ) sont les valeurs propres de T et
limζ→∞R(ζ) = 0. Signalons également que la résolvante R(ζ) de T admet comme
seules valeurs propres :

(λh − ζ)−1, λh ∈ Σ(T ).

La résolvante vérifie l’équation suivante, dite équation résolvante

(1.1) R(ζ1)−R(ζ2) = (ζ1 − ζ2)R(ζ1)R(ζ2).

Elle implique en particulier que R(ζ1) et R(ζ2) commutent, et la relation :

R(ζ) = [1− (ζ − ζ0)R(ζ0)]−1R(ζ0).

La résolvante possède donc un développement en série, dite première série de Neu-
mann pour la résolvante, de la forme suivante :

(1.2) R(ζ) =
∞∑
n=0

(ζ − ζ0)nR(ζ0)n+1,

cette série étant absolument convergente si

|ζ − ζ0| < ‖R(ζ0)‖−1.

Donc R(ζ) est analytique en ζ (au sens où chaque coordonnée de R(ζ) est ana-
lytique). Le rayon de convergence de cette série est donné par 1/spr(R(ζ0)) =
(limn→∞ ‖R(ζ0)n‖1/n)−1.

Pour ζ grand, R(ζ) peut s’écrire

(1.3) R(ζ) = −ζ−1(1− ζ−1T )−1 = −
∞∑
n=0

ζ−n−1Tn,

la série convergeant si et seulement si |ζ| > spr(T ), d’où l’holomorphie de la
résolvante à l’infini.

Le spectre de T n’est jamais vide, il contient au moins une valeur propre, car
autrement sa résolvante serait une fonction entière tendant vers zéro pour ζ →∞,
et, par le théorème de Liouville, nous aurionsR(ζ) ≡ 0, ce qui serait en contradiction
avec I = (T − ζ)R(ζ). En fait, chaque valeur propre est un pôle de la fonction
analytique R(ζ), et spr(T ) cöıncide avec la plus grande (en module) des valeurs
propres de T.

2. Points singuliers de la résolvante et décomposition canonique d’un
opérateur

Pour chaque λ ∈ Σ(T ), il existe une décomposition unique de l’espace X en
somme directe

X = Nλ ⊕ Fλ
telle que

– La restrictionDλ de l’opérateur T−λ à l’espaceNλ est un opérateur nilpotent

(i.e. il existe un entier k(λ) tel que D
k(λ)
λ = 0)

– Le projecteur Pλ sur Nλ est appelé projecteur propre associé à la valeur
propre λ. La dimension dem(λ) = dim(Nλ) est appelée multiplicité algébrique
de λ. C’est aussi la multiplicité de λ comme racine du polynôme caractéristique
det(T − λ). D’autre part, k(λ) ≤ m(λ).

– La restriction de T − λ au sous-espace Fλ est inversible ; son inverse Sλ est
appelée la résolvante réduite de T associée à la valeur propre λ.



2. DÉCOMPOSITION CANONIQUE D’UN OPÉRATEUR 5

– Le sous-espace Eλ := Ker(T − λ) est inclus dans Nλ et sa dimension est
appelée multiplicité géométrique de λ. Si λ est semi-simple (i.e. Dλ = 0),
alors Nλ = Eλ.

– Si µ 6= λ est également une valeur propre de T, alors Nµ ⊂ Fλ.
Les points singuliers de la résolvante sont exactement les valeurs propres de

T , d’où le développement de la résolvante en série de Laurent autour d’une valeur
propre λ,

(2.1) R(ζ) = −(ζ − λ)−1Pλ −
∞∑
n=1

(ζ − λ)−n−1Dn
λ +

∞∑
n=0

(ζ − λ)nSn+1
λ .

Notons λh, h = 1, · · · s les valeurs propres de T et, pour simplifier, les opérateurs
Pλh , Dλh , Sλh respectivement par Ph, Dh, Sh. Nous avons alors les relations sui-
vantes :

(2.2) PhDk = DkPh = δkhDh, PhSh = ShPh = 0, DhDk = 0, h 6= k

et

(2.3) PhPk = δhkPh,

s∑
h=1

Ph = I, PhT = TPh.

Les opérateurs Ph, Dh et Sh peuvent se calculer par une intégrale complexe
sur un contour Γh positivement orienté, entourant λh et excluant toutes les autres
valeurs propres :

Ph = − 1

2πi

∫
Γh

R(ζ)dζ

Dh = − 1

2πi

∫
Γh

(ζ − λh)R(ζ)dζ

Sh = − 1

2πi

∫
Γh

(ζ − λh)−1R(ζ)dζ.

Pour tout h, λh étant un pôle d’ordre inférieur à mh, la résolvante est une
fonction méromorphe en ζ. Elle est régulière à l’infini, d’où sa décomposition en
éléments simples [35][T.1] :

(2.4) R(ζ) = −
s∑

h=1

[
(ζ − λh)−1Ph −

mh−1∑
n=1

(ζ − λh)−n−1Dn
h

]
.

Ces résultats conduisent à la forme canonique d’un opérateur T. En effet, soient
Mh les sous-espaces PhX, h = 1, · · · , s. Nous avons

X = M1 ⊕ · · · ⊕Ms.

Mh est appelé sous-espace propre algébrique pour la valeur propre λh de T et
mh = dim(Mh) la multiplicité algébrique de λh. Les relations

(2.5) TPh = PhT = PhTPh = λhPh +Dh, h = 1, · · · , s,

montrent que la restriction TMh
de l’opérateur T au sous-espace Mh s’exprime

comme la somme de l’opérateur scalaire λh et de la restriction à Mh de l’opérateur
nilpotent Dh. TMh

a donc une et une seule valeur propre λh. Par addition des s
équations (2.5) et d’après (2.3), nous obtenons

(2.6) T = S +D
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où

S =
∑
h

λhPh

D =
∑
h

Dh

D est nilpotent, Dn =
∑
Dn
h = 0 pour n ≥ maxmh et (2.2) montre que D commute

avec S. L’équation (2.6) exprime que tout endomorphisme T peut être décomposé
en la somme d’un opérateur diagonalisable S (λh 6= λk si h 6= k) et d’un opérateur
nilpotent D qui commute avec S. Cette décomposition s’appelle la représentation
spectrale de T. On démontre qu’elle est unique [34][§I.5.4].

3. Opérateurs hermitiens et principe du minmax

Les valeurs propres d’un opérateur T seront notées µ1, µ2, · · · , µN , avec µ1 =
· · · = µm1

= λ1, µm1+1 = · · · = µm1+m2
= λ2, · · · , ce qui revient à répéter chaque

valeur propre un nombre de fois égal à leur multiplicité algébrique.
Considérons un opérateur T hermitien (c.-à-d. T ∗ = T ). Il ne posséde que des

valeurs propres réelles, que nous classerons dans l’ordre croissant

(3.1) µ1 ≤ µ2 · · · ≤ µN .

Cet opérateur est diagonalisable, plus précisément il existe une matrice unitaire
U (c.-à-d. U∗ = U−1) telle que T = Udiag(µi)U

∗. Une propriété importante des
opérateurs hermitiens est la suivante [34][§I.6.6]

‖Tn‖2 = ‖T‖n2 d’où sprT = max
i

(|λi|) = ‖T‖2.

La norme ‖.‖2 est présentement utilisée, car la notion d’opérateur hermitien est liée
à celle de produit scalaire et donc à la 2-norme sur X. En fait, ce résultat est vrai
pour une classe plus générale d’opérateurs, à savoir les opérateurs normaux, c.-à-d.
vérifiant

T ∗T = TT ∗.

Il est possible d’en déduire que si T est normal, alors

‖R(ζ)‖2 = 1/min
k
|ζ − λk|

Soit λ une valeur propre d’un opérateur T hermitien, et u un vecteur propre
associé, alors u∗Tu = λu∗u d’où, comme u est non nul :

λ =
u∗Au

u∗u
.

Le terme de droite est appelé quotient de Rayleigh.

Théorème 3.1. Soit u 6= 0, alors

(3.2) µ1 ≤
u∗Tu

u∗u
≤ µN

Démonstration. Soient (φi) une base orthonormée de X formées de vecteurs
propres de T et (ξi) les coordonnées du vecteur u sur cette base. Alors

u∗Tu

u∗u
=

∑
i |ξ|2µi
‖u‖22

,

et (3.1) donne le résultat. �
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Appliquons le théorème aux vecteurs φ1 et φn, pour obtenir l’expression de µ1

et µN en termes d’extrema du facteur de Rayleigh

µ1 = min
u6=0

u∗Tu

u∗u
≤ max

u6=0

u∗Tu

u∗u
= µN .

Une expression identique peut être trouvée pour les autres valeurs propres, en
faisant varier u dans certains sous-espaces de X [34][§I.6.10].

Théorème 3.2. Soit un opérateur hermitien T de valeurs propres ordonnées
µ1 ≤ µ2 · · · ≤ µN . Alors

µi = min
dim(M)=i

max
u∈M
u 6=0

u∗Tu

u∗u

où M est un sous-espace vectoriel de X.

Ce théorème a deux applications importantes.

Théorème 3.3. Si S et T sont des opérateurs hermitiens tels que S ≤ T (c.-
à-d. u∗Su ≤ u∗Tu pour tout u), alors les valeurs propres de S ne sont pas plus
grandes que les valeurs propres de T de même rang, soit :

µi[S] ≤ µi[T ] i = 1, · · ·N.
où µi[T ] représente la n-ième valeur propre de T dans l’ordre croissant.

Théorème 3.4. Soient les opérateurs hermitiens A,B et C = A+B, alors

µi[A] + µ1[B] ≤ µi[C] ≤ µi[A] + µN [B] (i = 1, · · · , N)

En particulier, si B est un opérateur de rang 1, alors il possède une unique
valeur propre β (non nulle) et le théorème précédent montre que les valeurs propres
de A sont décalées d’une quantité comprise entre zéro et β. Ce résultat ne suppose
pas la perturbation B ”petite”.

4. Perturbations analytiques des valeurs propres

Intéressons-nous maintenant aux valeurs propres et vecteurs propres d’un opérateur
linéaire T, défini sur un espace X de dimension finie, modifié par une ”petite” per-
turbation. Pour cela nous considérerons la famille d’opérateurs T (χ) définie par

(4.1) T (χ) = T + χT (1) + χ2T (2) + · · ·
où χ est un nombre complexe petit (en module). De plus, nous supposerons que
T (χ) est analytique sur un domaine D0 du plan complexe. Les valeurs propres de
T (χ) sont les solutions de l’équation caractéristique

(4.2) det(T (χ)− λ) = 0,

équation algébrique en λ de degré N = dim(X) dont les coefficients sont des fonc-
tions analytique en χ.

Selon la théorie des fonctions algébriques [35][T.2 p.121], les racines de (4.2)
forment alors des branches de fonctions analytiques. Comme par la suite, nous
n’appliquerons cette théorie qu’au cas d’une valeur propre de T simple, nous ne
considérerons que ce cas. Ainsi, pour une pertubation suffisamment petite, la valeur
propre perturbée sera une fonction analytique de χ. En effet, nous avons le théorème
suivant :

Théorème 4.1. Soit λ une valeur propre simple de T. Alors il existe δλ > 0
tel que pour tout |χ| < δλ, T (χ) admette une valeur propre simple λ(χ) définie par
la série convergente

λ(χ) = λ+ χλ(1) + χ2λ(2) + · · ·
La fonction χ→ λ(χ) est une fonction analytique dans le domaine |χ| < δλ.
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Démonstration. λ(χ) est une racine du polynôme caractéristique

det(T (χ)− ζI) = (−1)NζN + pN−1(χ)ζN−1 + · · ·+ p0(χ) = 0,

où les pN−i(χ) sont des fonctions analytiques en χ. L’application Φ de /C×/C → /C qui
à (χ, ζ) associe det(T (χ)−ζI) est analytique. D’autre part, Φ(0, λ) = 0 et λ est une
valeur propre simple de T d’où Φ′ζ(0, λ) 6= 0. Le théorème des fonctions implicites

garantit l’existence d’un voisinage de zéro et d’une unique fonction analytique λ(·),
définie sur ce voisinage, telle que λ(0) = λ et Φ(χ, λ(χ)) = 0. Il suffit alors de choisir
δλ, tel que le disque ouvert de centre 0 et de rayon δλ soit inclus dans le voisinage
de définition de λ(·). �

4.1. Perturbation de la résolvante et des projecteurs propres. La
résolvante

(4.3) R(ζ, χ) = (T (χ)− ζ)−1

est définie pour tout ζ différent d’une valeur propre de T (χ), et est méromorphe en
ζ pour tout χ fixé dans D0.

Théorème 4.2. R(ζ, χ) est une fonction analytique des deux variables ζ et χ
dans chaque domaine où ζ est différent d’une valeur propre de T (χ).

Nous pouvons alors développer la résolvante en double série entière, que nous
écrirons sous la forme suivante, dite seconde série de Neumann pour la résolvante :

R(ζ, χ) = R(ζ)[1 +A(χ)R(ζ)]−1

= R(ζ)

∞∑
p=0

[−A(χ)R(ζ)]p

= R(ζ) +

∞∑
p=1

χnR(n)(ζ),(4.4)

où A(χ) := T (χ)− T =
∑∞
n=1 χ

nT (n).
Cette série est convergente si ‖A(χ)R(ζ)‖ < 1. Ceci sera vérifié si en particulier

(4.5)

∞∑
n=1

|χ|n‖T (n)R(ζ)‖ < 1.

Soit r(ζ) la valeur de |χ| telle que le membre de gauche de (4.5) soit égal à 1. Alors
l’inégalité (4.5) est satisfaite dès que |χ| < r(ζ).

Soient λ une valeur propre simple de T et Γ un cercle centré sur λ, inclus
dans l’ensemble résolvant P (T ) et ne contenant aucune autre valeur propre de T.
La série (4.5) converge uniformément pour |χ| < r(ζ) et ζ ∈ Γ. L’existence de la
résolvante R(ζ, χ) de T (χ) implique qu’il n’y a pas de valeur propre de T (χ) sur Γ.
L’opérateur

(4.6) P (χ) = − 1

2πi

∫
Γ

R(ζ, χ)dζ

est un projecteur égal à la somme des projecteurs propres associés à toutes les
valeurs propres de T (χ) situées dans le domaine délimité par Γ. En particulier,
P (0) cöıncide avec le projecteur propre de T associé à λ. En intégrant terme-à-
terme (4.4), nous obtenons

(4.7) P (χ) = P +

∞∑
n=1

χnP (n),
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où les coefficients P (n) s’expriment par

P (n) = − 1

2πi

∫
Γ

R(n)(ζ)dζ

= −
n∑
p=1

(−1)p
∑

ν1+···+νp=n
k1+···+kp+1=p
νj≥1,kj≥0

S(k1)T (ν1)S(k2) · · ·S(kp)T (νp)S(kp+1),(4.8)

avec
S(0) = −P, S(n) = Sn, n ≥ 1,

S désignant la valeur en ζ = λ de la résolvante réduite de T. Par exemple,

P (1) = −PT (1)S − ST (1)P,

P (2) = −PT (2)S − ST (2)P + PT (1)ST (1)S + ST (1)PT (1)S+

+ ST (1)ST (1)P − PT (1)PT (1)S2 − PT (1)S2T (1)P − S2T (1)PT (1)P.

(4.9)

La série (4.7) est uniformément convergente pour tout ζ ∈ Γ si

(4.10) |χ| < r0 = min
ζ∈Γ

r(ζ).

Le résultat important démontrée dans [34][p.68] est que pour |χ| suffisamment
petit,

dim(ImP (χ)) = dim(ImP (0)) = 1,

ce qui signifie que seule la valeur propre de T (χ), située à l’intérieur de Γ, est la
valeur propre perturbée λ(χ) issue de λ. P (χ) est donc le projecteur propre de T (χ)
pour la valeur propre λ(χ).

4.2. Développement en série des valeurs propres perturbées. Soient
λ, une valeur propre simple de l’opérateur non perturbé T = T (0) et P le projecteur
propre associé (l’opérateur nilpotent D est nul par hypothèse). Les relations (4.6)
et

(T (χ)− λ)R(ζ, χ) = 1 + (ζ − λ)R(ζ, χ)

conduisent à l’expression suivante :

(T (χ)− λ)P (χ) = − 1

2πi

∫
Γ

(ζ − λ)R(ζ, χ)dζ.

En remplaçant la résolvante dans l’intégrale par son développement en série (4.4),
et comme (T − λ)P = 0, nous obtenons le développement en série suivant :

(4.11) (T (χ)− λ)P (χ) = +

∞∑
n=1

χnT̃ (n),

où

T̃ (n) = −
n∑
p=1

(−1)p
∑

ν1+···+νp=n
k1+···+kp+1=p−1

νj≥1,kj≥0

S(k1)T (ν1)S(k2) · · ·S(kp)T (νp)S(kp+1).

Par exemple,

T̃ (1) = PT (1)P,

T̃ (2) = PT (2)P − PT (1)PT (1)S − PT (1)ST (1)P − ST (1)PT (1)P.

De la série (4.11), nous en déduisons le développement en série de λ(χ),

(4.12) λ(χ) = λ+

∞∑
n=1

χnλ(n),
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où

λ(n) = tr(T̃ (n))

=

n∑
p=1

(−1)p

p

∑
ν1+···+νp=n
k1+···+kp=p−1
νj≥1,kj≥0

tr(T (ν1)S(k1) · · ·T (νp)S(kp)).(4.13)

Le passage de la première identité à la seconde n’est pas immédiat, il utilise l’ex-
pression suivante de λ(χ)− λ :

λ(χ)− λ = − 1

2iπ
tr

∫
Γ

log

[
1 +

( ∞∑
n=1

χnT (n)
)
R(ζ)

]
dζ.

Pour la preuve, se reporter à [34][§II.2]. En outre, la relation tr(AB) = tr(BA)
permet de simplifier les expressions obtenues. Par exemple,

λ(1) = tr(T (1)P )

λ(2) = tr[T (2)P − T (1)ST (1)P ]

La série (4.13) converge si la condition (4.10) est vérifiée. Pour estimer les
coefficients λ(n), nous utilisons le fait que, dès que (4.10) est vraie, la valeur propre
λ(χ) se situe dans le domaine convexe délimité par la courbe Γ. En posant

ρ = max
ζ∈Γ
|ζ − λ|,

nous voyons que λ(χ)−λ est analytique et bornée par ρ. Il s’ensuit, par application
des inégalités de Cauchy sur les coefficients du développement en série de Taylor,
que

(4.14) |λ(n)| ≤ ρr−n0 n = 1, 2, · · ·

Remarque 4.3. Si T (χ) est linéaire, c.-à-d. si T (n) = 0 pour n ≥ 2, alors

λ(n) = tr(T (1)P (n−1)).

4.3. Méthode de la série majorante. Une autre méthode d’estimation des
coefficients et du rayon de convergence du développement en série de λ(χ) − λ
consiste à introduire une fonction Φ(ζ − λ, χ), dont chaque coefficient ck,n du
développement en série double

Φ(ζ − λ, χ) =

+∞∑
k=−∞

∞∑
n=1

ck,n(ζ − λ)kχn

majore les coefficients respectifs du développement en série de l’opérateur

A(χ)R(ζ) =

∞∑
n=1

χnT (n)R(ζ),

utilisé dans l’étude des valeurs propres perturbées. Les inégalités désirées s’obtien-
nent à partir du développement (2.1) de R(ζ). Elles s’expriment de la façon suivante,
où nous avons noté λh, Ph, Dh, Sh respectivement λ, P,D, S :

‖T (n)Dk‖ ≤ c−k−1,n, ‖T (n)P‖ ≤ c−1,n,

‖T (n)Sk‖ ≤ ck−1,n, k > 0.
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La construction de cette fonction Φ nous fournit directement la majoration

‖
∞∑
n=1

χnT (n)R(ζ)‖ ≤ Φ(|ζ − λ|, |χ|).

Ainsi, la série (4.4) sera convergente si Φ(|ζ − λ|, |χ|) < 1. Nous appelerons cette
fonction Φ, fonction ou série majorante de l’opérateur A(χ)R(ζ) [34][p. 89] et nous
noterons

A(χ)R(ζ)� Φ(ζ − λ, χ).

Nous supposerons dans la suite que ck,n = 0 pour k < −m, m étant la multipli-
cité de la valeur propre λ. Ainsi, Φ(z, χ) a un seul pôle en z = 0 ; ceci est toujours
possible du fait que Dm = 0. Considérons maintenant une valeur propre λ simple et
choisissons comme courbe Γ, le cercle |ζ−λ| = ρ. Il est alors possible d’obtenir une
borne inférieure r du rayon de convergence des développements en série de P (χ) et
de λ(χ) en calculant la plus petite racine positive de l’équation

Φ(ρ, r) = 1.

Il conviendra de choisir ρ pour obtenir la plus grande valeur possible de r.
A partir de la série majorante Φ, il est possible de construire une série majorante

pour λ(χ)−λ, permettant ainsi d’obtenir une majoration des coefficients λ(n). Une
telle série est donnée par [34][p. 90]

(4.15) Ψ(χ) =
1

2πi

∫
|ζ−λ|=ρ

− log
(
1− Φ(ζ − λ, χ)

)
dζ.

La complexité apparente de cette formule se simplifie grâce à un théorème d’analyse
complexe exprimant (4.15) comme la somme des zéros moins la somme des pôles de
la fonction z 7→ 1−Φ(z, χ) contenus dans le domaine délimité par le cercle |z| = ρ.
Mais le seul pôle de cette fonction est en z = 0, et il ne contribue pas à la valeur
de l’expression.

A titre d’exemple, calculons les fonctions Φ et Ψ dans le cas particulier d’une
valeur propre simple, en s’inspirant de la démarche employée dans l’exemple 3.3 de
[34][p. 90]. Pour cela nous supposerons que

(4.16) ‖T (n)‖ ≤ acn−1, n = 1, 2, · · · ;

ces constantes existent toujours en raison de la condition de convergence de (4.1).
D’autre part, pour tout α réel, Sk+1 = S(S−αP )k, car SP = PS = 0. Ainsi, nous
pouvons poser

c−1,n = acn−1‖P‖ := acn−1p,

ck,n = acn−1‖S‖‖S − αP‖k := acn−1qsk,

les autres coefficients étant nuls du fait que D = 0. Par un calcul simple, il vient

Φ(z, χ) =
aχ

1− cχ

(
p

z
+

q

1− zs

)
,

Ψ(χ) =
apχ

1− cχ
+

1

2s(1− cχ)
[(1− cχ)− aχ(q + ps)− Ω(χ)]

= apχ+
apχ2

1− cχ

(
c+

2aq

(1− cχ)− aχ(q + ps) + Ω(χ)

)
,

où

Ω(χ) =
{

[(1− cχ)− aχ(q + ps)]2 − 4a2χ2pqs
}1/2

.
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Pour obtenir le rayon de convergence, remarquons que Ψ(χ) a un développement
en série convergent si Ω(χ) > 0. r est donc solution de l’équation Ω(r) = 0 et ρ se
calcule en résolvant Φ(ρ, r) = 1. Ceci conduit aux expressions suivantes :

r =
[
c+ a(

√
ps+

√
q)2
]−1

(4.17)

ρ = p1/2s−1/2 [
√
ps+

√
q]
−1
.(4.18)

Notons que ρ ≤ s−1 = ‖S−αP‖−1 ≤ d, où d est la distance de λ aux autres valeurs
propres λk de T. L’expression obtenue pour Ψ(χ) permet en particulier d’obtenir
la majoration suivante :

|λ(χ)− λ− χλ(1)| ≤ apχ2

1− cχ

(
c+

2aq

(1− cχ)− aχ(q + ps) + Ω(χ)

)
≤ apχ2

1− cr

(
c+

q1/2

r(ps)1/2

)
.

Dans le cas particulier d’une perturbation linéaire, les formules figurant au §II.3
de [34] se retrouvent facilement à partir des formules ci-dessus. Pour cela, il suffit
dans un premier temps de poser c = 0, puis dans un second temps de remplacer p
et q par

p := ‖T (1)P‖, q = ‖T (1)S‖,
ce qui implique que a = 1.

4.4. Estimation des vecteurs propres. Nous aurons besoin dans les cha-
pitres ultérieurs d’estimer un vecteur propre de T (χ) associé à la valeur propre
simple λ(χ). Comme les vecteurs propres ne sont pas uniquement déterminés, il
ne sera pas possible d’obtenir une formule générale en fonction de χ. Dans le cas
m = 1, le choix le plus adéquat du vecteur propre ϕ(χ) de T (χ), associé à la valeur
propre λ(χ), est donné par

(4.19) ϕ(χ) = (P (χ)ϕ,ψ)
−1
P (χ)ϕ,

où ϕ est le vecteur propre de T pour la valeur propre λ et ψ est le vecteur propre
de T ∗ pour la valeur propre λ̄ normalisé par (ϕ,ψ) = 1. Ainsi,

Pϕ = 1, P ∗ψ = 1, (ϕ,ψ) = 1.

Le choix de la constante de normalisation dans (4.19) est équivalent à chacune des
conditions de normalisation suivante :

(4.20) (ϕ(χ), ψ) = 1, (ϕ(χ)− ϕ,ψ) = 0, P (ϕ(χ)− ϕ) = 0.

La relation (T (χ)− λ(χ))ϕ(χ) = 0 peut s’écrire

(4.21) (T − λ)(ϕ(χ)− ϕ) + (A(χ)− λ(χ) + λ)ϕ(χ) = 0,

où A(χ) = T (χ) − T. Multiplions (4.21) à gauche par S et utilisons les relations
S(T − λ) = I et (4.20), nous obtenons

(4.22) ϕ(χ)− ϕ+ S [A(χ)− λ(χ) + λ]ϕ(χ) = 0.

Notons en outre que Sϕ = 0, d’où en écrivant ϕ(χ) = ϕ(χ)−ϕ+ϕ dans le dernier
terme de (4.22), nous obtenons

ϕ(χ)− ϕ = −
(
I + S[A(χ)− λ(χ) + λ]

)−1
SA(χ)ϕ

= −S
[
I +A(χ)S − (λ(χ)− λ)S

]−1
A(χ)ϕ.(4.23)

Une série majorante pour ϕ(χ)− ϕ se déduit aisément de (4.23) :

(4.24) ϕ(χ)− ϕ� ‖S‖
(
1− Φ2(χ)− ‖S‖Ψ(χ)

)−1
Φ3(χ),
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où Φ2(χ) et Φ3(χ) sont respectivement des séries majorantes pour A(χ)S et A(χ)ϕ,
alors que Ψ(χ) est une série majorante pour λ(χ)− λ.

Le cas d’une perturbation linéaire est traité en détail dans [34][§II.3]. Il suffit
de prendre

Φ2(χ) = χ‖T (1)S‖ := χq, Φ3(χ) = χ‖T (1)ϕ‖.
Nous obtenons ainsi

(4.25) ϕ(χ)− ϕ� 2χs‖T (1)ϕ‖
1− (ps+ q)χ+ {(1− (ps+ q)χ)2 − 4pqsχ2}1/2

où

s := ‖S‖, p = ‖T (1)P‖, q = ‖T (1)S‖.
Pour |χ| < r, où r est donné par (4.17) (avec a = 1 et c = 0), nous en déduisons la
majoration suivante

(4.26) ‖ϕ(χ)− ϕ‖ ≤ |χ| s

(pqs)1/2

(
(ps)1/2 + q1/2

)2

‖T (1)ϕ‖.

4.5. Le cas d’un opérateur normal. Supposons dans cette partie que X
est un espace de Hilbert et que l’opérateur T est normal. Alors la résolvante R(ζ)
est également normale, d’où, pour tout ζ ∈ P (T ),

(4.27) ‖R(ζ)‖ = 1/dist(ζ,Σ(T )).

Supposons également que les T (n) satisfassent les inégalités (4.16), alors (4.5) est

satisfait si |χ| < (a‖R(ζ)‖+ c)
−1
. Ainsi nous pouvons prendre

r0 = min
ζ∈Γ

(
a‖R(ζ)‖+ c

)−1
.

Si nous choisissons pour Γ, le cercle centré en λ de rayon d/2, où d est la distance
de λ au reste du spectre de T, alors nous obtenons d’après (4.27),

(4.28) r0 =
(2a

d
+ c
)−1

.

D’autre part, la résolvante réduite S de T pour la valeur propre (simple) λ
est également un opérateur normal et ‖S‖ = 1/d. Les séries majorantes obtenues
précédemment se simplifient dans le cas considéré. En effet, en tenant compte du
fait que ‖P‖ = 1, il suffit de choisir

p = ‖T (1)‖ = a, q = a/d, s = 1/d.

La série majorante (4.25) devient

ϕ(χ)− ϕ� 2χ‖T (1)ϕ‖/d

1− 2aχ
d +

(
1− 4aχ

d

)1/2
=
‖T (1)ϕ‖

d

∞∑
n=1

(−1)n
(

1/2

n+ 1

)
22n+1

(
a

d

)n−1

χn.(4.29)

Nous pouvons obtenir une majoration de la norme des coefficients du développement
en série ϕ(χ)− ϕ =

∑
χnϕ(n), à savoir :

‖ϕ(1)‖ ≤ ‖T (1)ϕ‖/d, ‖ϕ(2)‖ ≤ 2‖T (1)ϕ‖a/d2,

‖ϕ(3)‖ ≤ 5‖T (1)ϕ‖a2/d3, ‖ϕ(4)‖ ≤ 14‖T (1)ϕ‖a3/d4.

L’inégalité (
1/2

n+ 1

)
≤ 1

4(n+ 1)
,
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permet d’obtenir une formule générale :

(4.30) ‖ϕ(n)‖ ≤ 2‖T (1)ϕ‖
(n+ 1)d

(
4a

d

)n−1

.

5. Compléments

Lorsque la multiplicité m de la valeur propre λ de T est supérieure à 1, une
perturbation analytique de T, aussi petite soit-elle, peut conduire à une séparation
de λ en m valeurs propres perturbées distinctes. Cependant, ces valeurs propres
perturbées issues de λ constituent des branches d’une ou de plusieurs fonctions
analytiques multiformes. En effet, les valeurs propres perturbées sont les racines du
polynôme caractéristique de T (χ) ; polynôme dont les coefficients sont des fonctions
de χ analytiques dans un domaine D0. Supposons dans un premier temps que
ces coefficients soient des polynômes en χ (ou des fonctions méromorphes). Nous
sommes alors conduits à la théorie des fonctions algébriques [35], qui stipule que
les zéros d’un polynôme irréductible de degré n constant,

P (χ, z) = a0(χ)zn + a1(χ)zn−1 + · · ·+ an(χ)

forment une fonction analytique multiforme. Plus précisément, le polynôme étant
irréductible, son discrimant n’est pas identiquement nul ; par conséquent, dans tout
compact, il existe un nombre fini de points, dénommés critiques, annulant ce discri-
mant. En dehors de ces points, P (χ, z) admet n zéros distincts, fonctions analytiques
en χ. Le comportement des zéros autour d’un point critique est plus compliqué. La
théorie des fonctions algébriques construit une surface de Riemann compacte (en
considérant le point critique∞) sur laquelle les zéros constituent une fonction ana-
lytique. Le nombre de feuillets au-dessus d’un point non critique est constant et
égal à n [24]. Au-dessus d’un point critique χ0, les zéros se séparent en l(1 ≤ l ≤ n)
cycles centrés en λ(χ0), le nombre d’éléments de chaque cycle étant appelé période
du cycle. La surface de Riemann correspondante présente alors l feuillets au-dessus
de ce point critique. Le point à l’infini est étudié par le changement de variable z
en 1/z, ou grâce à la formule de Riemann-Hurwitz [24][p. 140]. D’autre part, au
voisinage de ce point, chaque zéro appartenant à un cycle de période p admet un
développement en série de Puiseux

λh(χ) = λ(χ0) + α1ω
h(χ− χ0)1/p + α2ω

2h(χ− χ0)2/p + · · · , h = 1, · · · , p− 1,

où ω = exp(2πi/p).
Revenons maintenant au cas d’une perturbation analytique de T, le polynôme

caractéristique admettant pour coefficients, des fonctions analytiques dans un do-
maine D0. Les zéros du polynôme caractéristique ne constituent plus une fonction
algébrique, mais une fonction dite algébröıdale, dont les propriétés sont localement
similaires à celles d’une fonction algébrique [4]. Enfin, le polynôme caractéristique
n’étant pas nécessairement irréductible, nous aurons en fait plusieurs fonctions
algébröıdales, i.e. les valeurs propres de T (χ) constituent une ou plusieurs branches
d’une ou plusieurs fonctions analytiques multiformes, n’ayant que des singularités
algébriques dans D0.

Obtenir une estimation d’une valeur propre multiple perturbée comme dans le
cas d’une valeur propre simple n’est plus possible. Néanmoins la même démarche
permet d’obtenir une estimation de la moyenne pondérée m−1Tr(T (χ)P (χ)) des
valeurs propres issues d’une même valeur propre λ de T de multiplicité m [34].

Les perturbations étudiées dans [34] sont du type analytique ; elles permettent
d’obtenir des développements en série. J. H. Wilkinson, dans [51], traite des per-
turbations du type A = B + C, où B est la matrice non perturbée et C la matrice



5. COMPLÉMENTS 15

perturbatrice ; les estimations sont alors moins précises sauf, lorsque les matrices
présentent certaines caractéristiques.





CHAPITRE 2

Processus de Markov

Considérons un processus de Markov irréductible, d’espace d’états G fini, dont
l’unique probabilité invariante sera notée π. Soit une fonction réelle f définie sur G ;

la loi faible des grands nombres stipule que pour toute mesure initiale q, t−1
∫ t

0
f(Xs)ds

converge p.s. vers la moyenne de πf =
∑
x π(x)f(x). Ce résultat est à la base des

méthodes de simulation en vue de l’évaluation de la moyenne de la fonction f. L’ob-
jectif de ce chapitre sera de quantifier la vitesse de convergence de ce terme vers la
moyenne de f, en établissant une majoration exponentielle de la quantité

Pq

[
1

t

∫ t

0

f(Xs)ds ≥ γ
]
,

où Pq désigne la mesure du processus de mesure initiale q, et la déviation γ est en
général un nombre assez petit, de l’ordre de πf/10, ou πf/100.

Ce travail est motivé par l’éventuelle utilisation de telles bornes pour le contrôle
de convergence des simulations. Cette utilisation sera d’autant plus utile que les
termes figurant dans ces bornes seront précis et relativement faciles à calculer. La
méthode utilisée, pour atteindre ce but, s’appuie sur la théorie des perturbations des
opérateurs linéaires. Celle-ci fut employée pour la première fois par Nagaev [42, 43]
dans l’étude de certains théorèmes limites pour les châınes de Markov vérifiant une
condition de Doeblin. Nous avons suivi pour notre part, l’approche utilisée par D.
Gillman dans [26] ; approche basée sur la théorie développée par Kato dans [34].
Signalons que I. H. Dinwoodie [16] a amélioré le résultat obtenu initialement par
D. Gillman, mais en adaptant une technique de Rellich. A la différence des travaux
précédents, l’utilisation des outils figurant dans [34] permet d’obtenir des bornes
suffisamment précises pour faire ressortir un comportement Gaussien, pour les pe-
tites valeurs de γ, et un comportement Poissonien, pour les grandes valeurs de
γ.

L’utilisation des perturbations s’avère fructueuse pour ce type de problème,
puisque par une démarche adaptée de celle de I. H. Dinwoodie [16], B. Mann [39]
a obtenue une borne du type Berry-Esséen pour les châınes de Markov à espace
d’états dénombrables. Ce type de borne sera également étudié dans ce chapitre à
partir de la démarche développée dans [34]. Le choix délibéré d’aborder l’étude des
processus markoviens, préalablement à celle des châınes de Markov, tient à la plus
grande simplicité de la démarche, due à l’absence de périodicité du processus.

1. Borne du type Chernoff

Conformément à la terminologie employée dans [41], nous désignerons par
châıne de Markov une suite de variables aléatoires X = {Xn : n ∈ T}, satisfaisant à
la propriété de Markov, et telle que T soit dénombrable, en particulier T = IN . Le
terme de processus markovien sera réservé au cas où T est non dénombrable, par
exemple lorsque T = IR . Soit (Xt, t ∈ IR+) un processus de Markov d’espace d’états
G fini de cardinal N. Nous supposerons ce processus irréductible et désignerons le
semi-groupe associé par Pt = exp(−Λt). Le processus de Markov, étant irréductible,
admet une unique probabilité invariante π ; il sera alors naturel de travailler dans

17
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l’espace de Hilbert `2(π) muni du produit scalaire

〈f, g〉 =
∑
x∈G

f(x)g(x)π(x).

L’opérateur associé à Pt agit sur `2(π) de la façon suivante

Ptf(x) :=
∑
y∈G

Pt(x, y)f(y).

Cet opérateur admet 1 comme valeur propre simple et le projecteur propre associé
est l’opérateur π défini par

πf =
∑
x

π(x)f(x) = Eπ(f).

π est également le projecteur propre de Λ associé à la valeur propre nulle. Nous
désignerons par Λ∗ l’adjoint de Λ dans `2(π).

Soit f : G → IR une fonction de moyenne nulle, telle que supx |f(x)| ≤ 1 et
‖f‖2 ≤ b2, où b est une constante positive inférieure à 1. Nous allons démontrer le
théorème suivant où la constante Nq désignera la norme dans `2(π) de la densité
de la mesure initiale q par rapport à la probabilité invariante π, soit Nq = ‖q/π‖ :

Théorème 1.1. Soient (Pt, π), un noyau markovien irréductible défini sur un
espace d’états fini et −Λ son générateur infinitésimal. Soit f : G → IR telle que
πf = 0, supx |f(x)| ≤ 1 et 0 < ‖f‖2 ≤ b2. Alors pour toute distribution initiale q,
tout t > 0 et tout 0 ≤ γ ≤ 1,

(1.1) Pq

[
1

t

∫ t

0

f(Xs)ds ≥ γ
]
≤ Nq exp

[
− γ2λ1t

4b2
(
1 + h(4γ/b2)

)],
où λ1 est la plus petite valeur propre non nulle de (Λ + Λ∗)/2 et

h(x) =
1

2

(√
1 + x− (1− x/2)

)
.

En particulier si γ ≤ b2/2,

Pq

[
1

t

∫ t

0

f(Xs)ds ≥ γ
]
≤ Nq exp

[
−γ

2λ1t

4b2

(
1− 2γ

b2

)]
,

et si γ > b2/2,

Pq

[
1

t

∫ t

0

f(Xs)ds ≥ γ
]
≤ Nq exp

[
−γλ1t

8

(
1− b2

2γ

)]
.

D’autre part pour γ � b2, nous obtenons une borne asymptotique de l’ordre de

Nq exp
[
−γ2λ1t/(4b

2)
]
.

Remarque 1.2. Pour γ > 1, la probabilité de déviation est nulle, ce qui permet
de se restreindre au cas 0 ≤ γ ≤ 1. D’autre part le théorème 1.1 appliqué à la

fonction −f conduit aux mêmes conclusions pour l’expression Pq[t
−1
∫ t

0
f(Xs)ds ≤

−γ]. Ainsi Pq[t
−1|
∫ t

0
f(Xs)ds| ≥ γ] est borné par deux fois le terme de droite de

(1.1).

Remarque 1.3. Nous pouvons évidemment remplacer le terme b2 par 1 dans
l’inégalité (1.1). Nous obtenons alors une majoration indépendante de la variance
de f à savoir

Pq

[
1

t

∫ t

0

f(Xs)ds ≥ γ
]
≤ Nq exp

[
−γ2λ1t/11

]
.

La démonstration du théorème 1.1 s’appuiera sur plusieurs lemmes dont voici
le premier
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Lemme 1.4. Pour tout r > 0

(1.2) Pq

[
1

t

∫ t

0

f(Xs)ds > γ

]
≤ e−rtγ

〈
q/π, exp(−Λ(r)t).1

〉
,

où Λ(r) = Λ− rD, D désignant l’opérateur multiplicatif défini par

Dg(x) = f(x)g(x).

Démonstration. Le processus étant à espace d’états fini, nous pouvons le
supposer à trajectoires càdlàg. Par conséquent f(Xs) est continue par morceaux.
Ceci permet d’exprimer l’intégrale, figurant dans le terme de gauche de (1.2), com-
me une limite de sommes de Riemann :

1

t

∫ t

0

f(Xs)ds = lim
k→∞

k−1
k∑
i=1

f(Xit/k).

Fixons alors k, et considérons le noyau markovien discret Pt/k. Pour tout r > 0
l’inégalité de Markov donne la majoration suivante :

Pq

[
k−1

k∑
i=1

f(Xit/k) > γ

]
≤ e−rtγEq

(
exp k−1

k∑
i=1

(rt)f(Xit/k)
)

≤ e−rtγ
〈
q/π, P kt/k(r).1

〉
,

où Pt/k(r)g(x) :=
∑
y Pt/k(x, y) exp

(
rtk−1f(y)

)
g(y). Cet opérateur peut s’exprimer

sous la forme suivante :

Pt/k(r) = exp(−Λt/k) exp(rDt/k),

où D est l’opérateur multiplicatif défini dans le lemme 1.4. Le résultat suivant,
valable pour toutes matrices A,B,

lim
k→∞

(
exp(A/k) exp(B/k)

)k
= exp(A+B),

nous permet, par passage à la limite et grâce au lemme de Fatou, d’obtenir l’inégalité
(1.2) �

Lemme 1.5. Pour tout r > 0,

(1.3) Pq

[
1

t

∫ t

0

f(Xs)ds > γ

]
≤ Nq exp

{
−t
(
rγ + λ0(r)

)}
,

où λ0(r) est la plus petite valeur propre de l’opérateur autoadjoint

Λ̃(r) := (Λ + Λ∗)/2− rD.

Démonstration. Notons Pt(r) le semi-groupe (non markovien) engendré par
Λ(r) et considérons la fonction ϕ définie par ϕ(t) = ‖Pt(r).g‖2. Nous obtenons, par
dérivation, la relation

(1.4) ϕ′(t) = −2
〈
Λ̃(r)Pt(r).g, Pt(r).g

〉
.

L’opérateur Λ̃(r) étant autoadjoint, ses valeurs propres sont réelles. Soit λ0(r) la
plus petite ; sa caractérisation extrémale

λ0(r) = inf
{〈

Λ̃(r)g, g
〉
/‖g‖2, g 6= 0

}
,

conduit à l’inégalité ϕ′(t) ≤ −2λ0(r)‖Pt(r)g‖2. La fonction ϕ(t) exp
(
2λ0(r)t

)
est

donc décroissante et ϕ(0) = ‖g‖2, d’où

‖Pt(r)‖ ≤ exp
(
−λ0(r)t

)
.

L’inégalité de Cauchy–Schwarz appliquée à (1.2), et combinée avec le résultat
précédent conduit à l’inégalité (1.3). �
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Nous avons donc ramené notre problème initial à la détermination d’une mi-
noration de la plus petite valeur propre d’une perturbation linéaire du symétrisé
additif, (Λ + Λ∗)/2, du générateur du semi-groupe Pt.

Remarque 1.6. La propriété réciproque est également vraie, à savoir que si
pour toute fonction de moyenne nulle, il existe une constante λ > 0 telle que
‖Ptf‖ ≤ e−λt‖f‖, alors

λ ≤ inf
{〈Λ + Λ∗

2
f, f
〉
/‖f‖2, π.f = 0

}
.

Il suffit pour cela de considérer la fonction croissante ϕ(t) := ‖Ptf‖2 exp(2λt).

Preuve du théorème 1.1. D’après les résultats présentés au §1-4.2, λ0(r)
correspond à la perturbation de la plus petite valeur propre de (Λ + Λ∗)/2. Par
conséquent, une minoration de λ0(r) peut être obtenue à partir des estimations
1-(4.13). En particulier, il existe r0 tel que pour tout r < r0, λ0(r) admet un
développement en série entière convergente

λ0(r) = λ0(0) +

∞∑
n=1

λ
(n)
0 (−1)nrn.

Le rayon de convergence r0 s’exprime ici simplement en fonction du trou spectral
de l’opérateur (Λ + Λ∗)/2, défini comme la distance entre λ0(0) = 0 et le reste du
spectre. Si λ1 désigne la plus petite valeur propre non nulle de (Λ + Λ∗)/2, le trou
spectral sera égal à λ1, et r0 = λ1/2.

L’opérateur perturbé étant autoadjoint et la perturbation linéaire, les for-
mules 1-(4.13), exprimant les divers coefficients λ(n), se simplifient. Nous obtenons

(1.5) λ
(n)
0 =

(−1)n

n

∑
k1+···+kn=n−1

tr
(
DZ(k1)DZ(k2) · · ·DZ(kn)

)
,

où la somme porte sur tous les n-uplets (k1, · · · , kn) d’entiers positifs ou nuls so-
lutions de l’équation k1 + · · ·+ kn = n− 1. Rappelons que Z désigne la résolvante
réduite de l’opérateur (Λ + Λ∗)/2 pour la valeur propre λ0 = 0 et

Z(0) := −π, Z(k) := Zk k > 0.

Z n’est autre que l’inverse de (Λ + Λ∗)/2 sur le sous-espace des fonctions de
moyenne nulle pour la probabilité invariante. Il s’exprime également comme la li-
mite limζ→0R(ζ), où R(ζ) est la résolvante de l’opérateur (Λ + Λ∗)/2. Nous en
déduisons l’expression de la restriction de Z aux fonctions de moyenne nulle,

Z =

∫ ∞
0

exp
(
−t(Λ + Λ∗)/2

)
dt.

En particulier si le processus de Markov est réversible, donc Λ autoadjoint, alors Z
n’est autre que la matrice fondamentale

(1.6) Z :=

∫ ∞
0

Ptdt.

Définissons sur les n-uplets (k1, · · · , kn) une relation d’équivalence en posant
que (k1, · · · , kn) est équivalent à (m1, · · · ,mn) si et seulement si (m1, · · · ,mn)
est l’image de (k1, · · · , kn) par une permutation circulaire ; nous noterons par
[k1, · · · , kn] la classe d’équivalence correspondante. La relation tr(AB) = tr(BA)
valable pour toutes matrices A,B implique que la valeur de tr(Ak1 · · ·Akn) ne
dépend que de la classe d’équivalence [k1, · · · , kn]. D’autre part les n-uplets so-
lutions de l’équation k1 + · · · + kn = n − 1 contiennent toujours une composante
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nulle ; choisissons comme représentant de la classe d’équivalence [k1, · · · , kn] le n-
uplet dont la première composante est nulle (i.e tel que k1 = 0). Nous pouvons
alors exprimer la relation (1.5) sous la forme suivante :

λ
(n)
0 = (−1)n+1

∑
[0,k1,··· ,kn−1]

tr
(
πDZ(k1)D · · ·DZ(kn−1)D

)
(1.7)

= (−1)n+1
∑

[0,k1,··· ,kn−1]

〈
f, Z(k1)D · · ·DZ(kn−1)f

〉
,(1.8)

où la somme porte sur toutes les classes d’équivalence des n-uplets (k1, · · · , kn)
solutions de l’équation k1 + · · · kn = n− 1 (d’où la disparition du facteur n−1). En
particulier, nous obtenons

λ
(1)
0 = 0,

λ
(2)
0 = −〈f, Zf〉,

λ
(3)
0 = 〈f, (ZDZ)f〉,

λ
(4)
0 = −〈f, (ZD)2Zf〉+ 〈f, (Z2DπDZ)f〉.

Dans (1.8), la somme contient des termes nuls ; ce sont ceux correspondant aux
classes d’équivalence [0, k1, · · · , kn−2, 0] qui s’expriment sous la forme 〈f,Mπf〉 = 0,
où M est un certain opérateur. Déterminons le nombre de termes non nuls dans
cette somme. Le nombre de solutions de l’équation k1 + · · · kn = n− 1 telles que m
composantes fixées soient nulles, les autres étant toutes strictement positives, est(

n−2
n−m−1

)
; si 2m > n, alors le n-uplet aura toujours deux zéros adjacents, et pour

2m ≤ n le nombre de possibilités de n’avoir aucun zéro adjacent est égal au nombre
de solutions de l’équation r1 + · · ·+ rm = n−m avec ri > 0 pour tout 1 ≤ i ≤ m,
soit

(
n−m−1
m−1

)
. Ce nombre donne en particulier le nombre de possibilités de placer

les m zéros sur le cercle ZZ /nZZ de façon à n’avoir aucun zéro adjacent, sous la
restriction qu’un zéro est dans une position fixée a priori. Pour avoir le nombre
total de classes d’équivalence, il faut tenir compte des permutations circulaires des
différents m-uplets, soit un nombre total de m−1

(
n−m−1
m−1

)
. Le nombre de termes

non nuls s’exprime donc par la somme suivante

dn/2e∑
m=1

1

m

(
n−m− 1

m− 1

)(
n− 2

n−m− 1

)
.

En tenant compte de l’identité ‖Z‖ = 1/λ1, due au fait que Z est un opérateur
autoadjoint, nous obtenons par application de l’inégalité de Cauchy–Schwarz la
majoration suivante de chaque coefficient

(1.9) |λ(n)
0 | ≤ b2r

−(n−1)
0 βn,

où

βn = 21−n
dn/2e∑
m=1

1

m

(
n−m− 1

m− 1

)(
n− 2

n−m− 1

)
.

Pour n petit, ces coefficients ont pour valeurs :
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n βn 2n−5

2 1/2 = 0,5000 1/8
3 1/4 = 0,2500 1/4
4 1/4 = 0,2500 1/2
5 1/4 = 0,2500 1
6 9/32 = 0,2812 2
7 21/64 =0,3281 4
8 51/128 = 0,3984 8
9 127/256 = 0,4961 16
10 323/512 = 0,6308 32
11 835/1024 = 0,8154 64
12 547/512 = 1,0684 128

L’estimation (1.9) est à comparer à celle obtenue par application des inégalités 1-
(4.14). Dans l’hypothèse b2 = 1, celle-ci est meilleure pour seulement les 11 premiers
termes, mais elle présente le mérite de faire apparâıtre la variance de f (voir aussi
[34] §II.3 inégalité (3.66)).

Comme nous le prouverons ci-dessous, les coefficients βn satisfont, pour tout
n ≥ 3, à l’inégalité βn ≤ 2n−5. Ainsi, nous obtenons pour tout r < r0/2 la minora-
tion suivante :

λ0(r) ≥ − b
2

λ1
r2 − b2λ1

8

(r/r0)3

1− 2r/r0
≥ − b

2

λ1
r2

(
1− 4r

λ1

)−1

.

La fonction

r −→ γr − b2

λ1
r2

(
1− 4r

λ1

)−1

atteint son maximum pour

r =
γλ1

b2
(
1 + 4γ/b2 +

√
1 + 4γ/b2

) < λ1

4
.

Portant cette valeur dans l’expression (1.3), nous obtenons l’inégalité (1.1). �

Preuve de la majoration de βn. Considérons d’abord le cas n pair ; pour
n = 2p

β2p =
1

22p−1

p−1∑
m=0

1

m+ 1

(
2(p− 1)

)
!

(m!)2
(
2(p− 1)− 2m

)
!
.

D’après la double inégalité suivante [22][II-9.15],

(1.10)
√

2πnn+1/2e−ne(12n+1)−1

< n! <
√

2πnn+1/2e−ne(12n)−1

,

nous obtenons pour tout k ≥ 1

(1.11)
22k

√
kπ
e−1/8 <

(
2k

k

)
<

22k

√
kπ
.
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Par conséquent pour tout p ≥ 2,

β2p <
1

22p−1

{
π1/2e1/8

4
(p− 1)1/2

p−2∑
m=0

(
2(p− 1)

)
!

(m!)2
(
(p− 1−m)!

)2 +
1

p

(
2(p− 1)

)
!(

(p− 1)!
)2}

<
(p− 1)1/2

22p

p−1∑
m=0

(
2(p− 1)

)
!

(m!)2
(
(p− 1−m)!

)2
=

(p− 1)1/2

22p

(
2(p− 1)

p− 1

)2

<
22p−4

π(p− 1)1/2
≤ 22p−5,

où nous avons utilisé pour l’avant-dernière ligne, la relation [22][II-12.12]

n∑
j=0

(2n)!

(j!)2(n− j)!2
=

(
2n

n

)2

.

Une démarche identique donne pour n = 2p + 1 la majoration β2p+1 < 22p−6,
valable pour p ≥ 2. Nous avons ainsi obtenu que pour tout n ≥ 3, βn ≤ 2n−5. �

Remarque 1.7. Le théorème 1.1 fournit dans le cas non réversible une ma-
joration de la vitesse de convergence en temps fini, en fonction de la plus petite
valeur propre positive du symétrisé additif de Λ. Dans [1][Chap.4 §7], les auteurs
expriment leur scepticisme sur la possibilité d’obtenir des informations sur le com-
portement du processus de Markov par une estimation du trou spectral δ, défini
par

δ = min
{

Re(λ), λ 6= 0 valeur propre de Λ
}
.

En particulier,

ρ(t) = max
h,g

Eπ

(
(h(X0)− π.h)(g(Xt)− π.g)

)
√

Varπ(h)Varπ(g)
,

est asymptotiquement équivalent à c exp(−δt), sans être pour autant borné par
K exp(−δt), où K est une constante universelle. Notons que λ1 ≤ δ, l’égalité ayant
lieu en particulier lorsque Λ est réversible. Ce résultat se déduit de la caractérisation
extrémale de λ1 et de l’identité

Re
(
〈Λf, f〉

)
=
〈1

2
(Λ + Λ∗)f, f

〉
.

Il semble donc peu probable d’améliorer, dans le cas non réversible, la majoration
obtenue en considérant δ au lieu de λ1.

Remarque 1.8. Le théorème de Gärtner-Ellis [13, 14] prouve que pour le

processus considéré, t−1
∫ t

0
f(Xs)ds satisfait un principe de grandes déviations de

fonction de taux

If (x) := sup
r
{rx− ρ(r)},

où

(1.12) ρ(r) = lim
t→∞

1

t
logEq

[
exp

∫ t

0

rf(Xs)ds
]
.

Or, ρ(r) est égale au rayon spectral logarithmique

ρ(r) := lim
1

t
log ‖Pt(r)‖∞→∞
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de l’opérateur P1(r) [14][corollaire 4.2.27]. Mais en dimension finie, nous savons,
d’après le théorème de Perron-Frobenius, que ce rayon spectral est la plus grande
valeur propre de −Λ(r). Par exemple, dans le cas réversible ρ(r) = −λ0(r).

1.1. Processus réversible. Nous supposerons dorénavant que le processus
de Markov considéré est réversible ; par conséquent Λ est autoadjoint dans `2(π).
Soient

λ0 = 0 < λ1 ≤ · · · ≤ λN−1

ses valeurs propres et {ϕi} une base orthonormée constituée des fonctions propres
de Λ associées respectivement aux valeurs propres λi ; en particulier ϕ0 = 1. Nous
avons alors les relations suivantes :

Ptϕi = e−λitϕi

Zϕi = λ−1
i ϕi, i > 0

Eπf(X0)f(Xt) = 〈f, Ptf〉 =
∑
i≥1

e−λit〈f, ϕi〉2.

Suivons maintenant Aldous et Fill dans [1][Chap. 4 prop. 29] pour prouver la
proposition suivante :

Proposition 1.9. Soit Yt =
∫ t

0
f(Xs)ds alors t−1VarπYt ↑ σ2 quand t ↑ ∞, où

σ2 := 2
∑
i≥1

〈f, ϕi〉2/λi = 2〈f, Zf〉.

D’autre part

2‖f‖2/λN−1 ≤ σ2 ≤ 2‖f‖2/λ1

A(λ1t)tσ
2 ≤ VarπYt ≤ tσ2,

où

A(s) :=

∫ s

0

(
1− u

s

)
e−udu = 1− s−1(1− e−s) ↑ 1 quand s ↑ ∞

Démonstration.

t−1VarπYt = t−1

∫ t

0

∫ t

0

Eπf(Xt1)f(Xt2)dt1dt2

= 2

∫ t

0

(
1− u

t

)
Eπf(X0)f(Xu)du

= 2
∑
i≥1

〈f, ϕi〉2λ−1
i A(λit).(1.13)

Le terme de droite de la dernière inégalité crôıt vers σ2 := 2
∑
i≥1〈f, ϕi〉2λ

−1
i . Nous

vérifions aisément que d’une part σ2 = 2〈f, Zf〉 d’après (1.6), et d’autre part que

2‖f‖2/λN−1 ≤ σ2 ≤ 2‖f‖2/λ1.

Comme A(·) est une fonction croissante la dernière inégalité de la proposition 1.9
s’obtient à partir de (1.13). �

Remarque 1.10. La proposition 1.9 fournit des bornes à la vitesse de conver-
gence de t−1VarπYt vers la variance asymptotique σ2. En effet, nous obtenons les
inégalités

2‖f‖2

λ2
N−1t

(1− e−λN−1t) ≤ σ2 − t−1VarπYt ≤
2‖f‖2

λ2
1t

(1− e−λ1t).

La relation λ
(2)
0 = −〈f, Zf〉 implique que λ

(2)
0 = −σ2/2.
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1.1.1. Majoration en fonction de σ2 dans le cas réversible. Prouvons mainte-
nant dans le cas réversible, une autre version du théorème 1.1 où la borne s’expri-
mera en fonction de la variance asymptotique σ2 au lieu de la variance de f. Cette
version nous sera utile pour déterminer une borne exponentielle inférieure à la vi-
tesse de convergence.

Théorème 1.11. Soient (Pt, π), un noyau markovien en temps continu, irréductible,
réversible, défini sur un espace d’états fini et −Λ son générateur infinitésimal. Soit
f : G→ IR telle que π.f = 0, supx |f(x)| ≤ a et σ2 > 0. Alors pour toute distribu-
tion initiale q, tout t > 0 et tout 0 < γ ≤ a,

(1.14) Pq

[
1

t

∫ t

0

f(Xs)ds ≥ γ
]
≤ Nq exp

[
− γ2t

2σ2
(
1 + h∗(4γa/λ1σ2)

)],
où

h∗(x) =
1

2

(√
(1− x)2 +

2‖f‖2
λ1σ2

x− (1− x)
)
.

Démonstration. Nous obtenons, sous les hypothèses du théorème 1.11, les
estimations suivantes :

(1.15) r0 = λ1/2a, |λ(n)
0 | ≤

(
‖f‖2

a2

)(
λ1

2

)
r−n0 βn,

d’où la minoration suivante de λ0(r)

λ0(r) ≥ −σ
2r2

2

(
1 +
‖f‖2

λ1σ2

r/r0

1− 2r/r0

)
.

Pour conclure, il suffit de poser r = γ/σ2
(
1 + h∗(4γa/λ1σ

2)
)

dans l’inégalité (1.3).
�

Remarque 1.12. D’après la proposition 1.9, σ2 ≥ 2‖f‖2/λN−1, d’où la possi-
bilité de remplacer dans l’inégalité précédente la fonction h∗ par la fonction

h̃(x) :=
1

2

(√
(1− x)2 +

λN−1

λ1
x− (1− x)

)
.

Remarque 1.13. Lorsque la fonction f est une fonction propre f = ϕi, le
théorème 1.11 fournit la majoration suivante

Pq

[
1

t

∫ t

0

ϕi(Xs)ds ≥ γ
]
≤ Nq exp

[
−γ2tλi

4
(
1 + h(2γaλi/λ1)

)],
où h(x) = 1

2

[√
(1− x)2 + λi

λ1
x − (1 − x)

]
. En particulier, si γ � λ1/(2aλi) nous

obtenons une borne asymptotique en Nqe
−γ2λit/4, qui sera d’autant meilleure que

la valeur propre λi sera grande par rapport à λ1.

1.2. Quelques propriétés de la matrice fondamentale Z. Comme nous
l’avons vu, la matrice fondamentale Z peut s’interpréter en termes probabilistes. Il
est également possible de donner une interprétation probabiliste de certains coeffi-
cients de cette matrice, en particulier les résultats suivants figurant dans [1][Chap.2,
lemmes 10 et 11]. Nous ne supposerons pas nécessairement la réversibilité du pro-
cessus de Markov ; Z sera alors défini sur les fonctions de moyenne nulle par la
formule (1.6).



26 2. PROCESSUS DE MARKOV

Lemme 1.14. Soit Tx = inf{t ≥ 0 : Xt = x}, le premier temps d’atteinte de
l’état x, alors

π(x)EπTx = Z(x, x)(1.16)

π(y)ExTy = Z(y, y)− Z(x, y)(1.17) ∑
y

π(y)ExTy =
∑
y

Z(y, y)(1.18)

max
x,z

∑
y

π(y)
∣∣∣ExTy − EzTy∣∣∣ = max

x,z

∑
y

∣∣∣Z(z, y)− Z(x, y)
∣∣∣(1.19)

Démonstration. Nous allons donner de ce lemme une preuve différente de
celle figurant dans [1] ; elle sera basée sur l’approche martingale. En effet, pour tout
g ∈ `2(π) le processus

Mg
t = g(Xt)− g(X0) +

∫ t

0

Λg(Xs)ds

est une martingale pour la filtration canonique (FXt ) du processus. En particulier si
T est un temps d’arrêt p.s. fini, alors le théorème d’arrêt donne, pour toute mesure
initiale du processus, la relation suivante :

(1.20) Eqg(XT ) = Eqg(X0)− Eq
∫ T

0

Λg(Xs)ds.

Celle-ci donne pour g = Zf, où f est une fonction de moyenne nulle, et T = Tx,
l’identité

(1.21) Zf(x) = −Eπ
∫ Tx

0

f(Xs)ds.

Rappelons d’abord la relation
∑
y Z(x, y) = 0, valable pour tout x ∈ G. Les

relations (1.16) et (1.17) se déduisent respectivement de l’identité (1.21), appliquée
à la fonction fx = δx − π(x), et de l’identité (1.20) avec T = Ty, fy = δy − π(y) et
q = δx.

La relation (1.18) découle de la relation (1.17) après sommation sur les y,
tandis que la relation (1.19) s’obtient en notant que la relation (1.17) implique que
Z(z, y)− Z(x, y) = π(y)(ExTy − EzTy). �

Supposons maintenant le processus markovien réversible et introduisons, conformément
à la terminologie employée dans [1][Chap 4], les paramètres suivants :

– Le temps moyen maximum d’aller-retour entre deux points

τ∗ := max
x,y

(ExTy + EyTx).

– Le temps d’atteinte moyen

τ0 :=
∑
y

π(y)π(x)ExTy.

– Le temps de relaxation

τ2 := λ−1
1 .

– Le temps minimal d’atteinte de la distribution stationnaire

τ
(2)
1 := max

x
min
Ux

ExUx,

où le minimum porte sur tous les temps d’arrêt Ux tels que Px(X(Ux) ∈ A) =
π(A). Ce n’est autre que le temps minimal moyen nécessaire pour générer
un échantillon de distribution la mesure π.



1. BORNE DU TYPE CHERNOFF 27

– Mesure de la variation du temps d’atteinte en fonction du point de départ

τ
(4)
1 := max

x,z

∑
y

π(y)
∣∣∣ExTy − EzTy∣∣∣

La relation (1.18) montre que
∑
y π(y)ExTy ne dépend pas de x, donc τ0 =∑

i≥1 λ
−1
i . Nous en déduisons la double inégalité

τ2 ≤ τ0 ≤ (N − 1)τ2.

Soit la fonction f = λfx+µfy où λ et µ sont des constantes réelles. L’opérateur
Z étant autoadjoint dans `2(π) et défini positif, nous obtenons

〈f, Zf〉 = λ2π(x)Z(x, x) + µ2π(y)Z(y, y) + 2λµπ(x)Z(x, y) ≥ 0.

Comme Z(x, x) ≥ 0, la condition précédente valable pour tout λ et tout µ implique(
λ
√
Z(x, x) + µ

√
π(y)

π(x)
Z(y, y)

)2

+ 2λµ

(
Z(x, y)−

√
π(y)

π(x)
Z(y, y)Z(x, x)

)
≥ 0.

Cette dernière inégalité, appliquée pour λ = −
√

π(y)
π(x)Z(y, y) et µ =

√
Z(x, x),

donne la majoration suivante valable pour tout x, y :

(1.22) Z2(x, y) ≤ Z(x, x)Z(y, y)
π(y)

π(x)
.

Ainsi (
Z(x, y)

π(y)

)2

≤
(
Z(x, x)

π(x)

)(
Z(y, y)

π(y)

)
,(1.23)

d’où

−Z(x, y)

π(y)
≤ max

x

Z(x, x)

π(x)
.

Cette dernière inégalité, combinée avec les relations (1.16) et (1.17), implique

ExTy ≤ 2 max
x

Z(x, x)

π(x)
= 2 max

x
EπTx,

d’où la double inégalité suivante :

max
x

EπTx ≤ τ∗ ≤ 4 max
x

EπTx.

Pour comparer τ∗ et τ0, il suffit de noter que

τ0 =
1

2

∑
x,y

π(x)π(y)
(
ExTy + EyTx

)
≤ 1

2
τ∗.

D’autre part comme ExTy ≤ τ0/π(y), il s’ensuit que τ∗ ≤ 2τ0/π∗, où π∗ :=
minx π(x). Néanmoins, il existe une meilleure majoration, à savoir que τ∗ ≤ 2τ2/π∗
[1][lem. 25]. Nous avons donc le lemme suivant [1][Chap. 4]

Lemme 1.15.

τ2 ≤ τ0 ≤ (N − 1)τ2,

2τ0 ≤ τ∗ ≤
2τ2
π∗

.
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Il est possible d’obtenir une autre majoration de τ2, valable même dans le cas
non réversible. Pour cela il suffit d’appliquer le théorème 2.10 dans [48], qui pour
toute matrice A = (aij) dont la somme des coefficients de chaque ligne est une
constante a, fournit l’inégalité suivante valable pour toute valeur propre λ de A
différente de a

|λ| ≤ 1

2
max
i,j

n∑
s=1

|ais − ajs|.

Appliquons ce résultat à la matrice fondamentale Z, qui vérifie les hypothèses du
théorème avec a = 0. Nous obtenons d’après le lemme 1.14, l’identité suivante :

(1.24) 2τ2 ≤ max
x,z

∑
y

π(y)
∣∣ExTy − EzTy∣∣ = τ

(4)
1 .

Ce résultat signifie que toutes les valeurs propres de Z se situent dans le cercle

centré en zéro et de rayon τ
(4)
1 /2.

Le temps τ
(2)
1 s’exprime d’après [1][Chap. 4] par

τ
(2)
1 = max

x,y

−Z(x, y)

π(y)
.

La relation (1.20), appliquée avec g = Zf (f de moyenne nulle) et T = Ux, donne
l’identité

(1.25) Zf(x) = Ex

∫ Ux

0

f(Xs)ds.

En particulier pour fy = δy − π(y) elle implique la relation

(1.26)
Z(x, y)

π(y)
= ExUx −

1

π(y)
Ex(durée de séjour en y avant le temps Ux),

d’où
ExTy ≤ EπTy + τ

(2)
1 .

En reprenant les arguments de [1][Chap. 4], nous avons∑
y

π(y)ExTy =
∑
x,y

π(y)π(x)ExTy =
∑
y

π(y)EπTy∑
y

π(y)|ExTy − EπTy| = 2
∑
y

π(y)(ExTy − EπTy)+ ≤ 2τ
(2)
1

d’où par l’inégalité triangulaire

τ
(4)
1 ≤ 4τ

(2)
1

Nous avons donc le lemme suivant

Lemme 1.16.

(1.27) τ2 ≤ τ (4)
1 /2 ≤ 2τ

(2)
1 .

Une meilleure relation entre τ2 et τ
(2)
1 s’obtient en appliquant l’identité (1.25)

à la fonction ϕ1. En effet, nous obtenons la relation

τ2ϕ1(x) = min
Ux

Ex

∫ Ux

0

ϕ1(Xs)ds.

Soit a = maxx ϕ1(x) = ϕ1(x0). a est positif car sinon la relation (1.21) impliquerait
que τ2 < 0. Nous en déduisons que

τ2ϕ1(x0) = min
Ux0

Ex0

∫ Ux0

0

ϕ1(Xs)ds ≤ amin
Ux0

Ex0
Ux0

,

d’où
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Lemme 1.17.
τ2 ≤ τ (2)

1 .

Ce résultat répond par l’affirmative au problème ouvert 48 b) du Chapitre 3
de [1].

Remarque 1.18. La relation (1.23) permet de majorer la norme ‖Z‖2→∞. En
effet

‖Z‖2→∞ = max
x

(∑
y

(
Z(x, y)

π(y)

)2

π(y)

)1/2

≤ max
x

(∑
y

Z(x, x)

π(x)

Z(y, y)

π(y)
π(y)

)1/2

≤ max
x

∣∣∣∣Z(x, x)

π(x)

∣∣∣∣1/2(Trace(Z)
)1/2

≤ max
x

(EπTx)1/2τ
1/2
0 ≤

√
τ∗τ0

En particulier, le lemme (1.15) conduit à l’inégalité

‖Z‖2→∞ ≤ τ∗.

2. Borne inférieure dans le cas réversible

Nous considérons dans cette section un processus de Markov réversible et une
fonction f de moyenne nulle telle que supx |f(x)| ≤ a. L’objectif sera de prouver le
théorème suivant :

Théorème 2.1. Pour tout ε > 0, il existe des constantes k(ε) (assez petite) et

K(ε) (assez grande) telles que : si γ/a ≤ k(ε)
(
λ1σ

2

2a2

)3
et t ≥ K(ε)

(
σ
γ

)2
, alors

Pπ(t−1Yt ≥ γ) ≥ π∗
2

exp

{
−t γ

2

2σ2
(1 + ε)

}
,

où Yt :=
∫ t

0
f(Xs)ds et π∗ := minx π(x). En particulier, k(6) = 4.10−3.

Ce théorème fournit une borne inférieure à la probabilité Pπ(t−1Yt ≥ γ) pour
tout t suffisamment grand et pour tout γ/a suffisamment petit. Cette borne est
du même type que celle obtenue par Kolmogorov pour les variables aléatoires
indépendantes [49][th. 5.2.2 (iii)]. Nous utiliserons d’ailleurs la preuve figurant dans
[49], après adaptation au contexte markovien.

Remarque 2.2. L’inégalité σ2 ≥ 2‖f‖2/λN−1, démontrée dans la proposition
1.9, permet d’exprimer la borne inférieure en termes de la variance de f et de la
plus grande valeur propre de Λ

Pπ(t−1Yt ≥ γ) ≥ π∗
2

exp

{
−t7γ

2λN−1

4‖f‖2

}
.

Preuve du théorème 2.1. La preuve se déroulera en deux étapes ; la première
consistera à minorer Eq exp(rYt) à partir des résultats obtenus dans la section
précédente, la deuxième étape consistera à minorer la probabilité de déviation par
Eq exp(rYt). Dans toute la démonstration nous supposerons r fixé ; les conditions
qui apparâıtront au fur à mesure de son déroulement porteront alors sur le rapport
a/σ. La valeur de r en fonction de γ sera allouée vers la fin de la preuve. A la
différence de la preuve donnée dans [49], la valeur de r est bornée par r0/2. Il ne
sera donc pas possible de la faire tendre vers l’infini, l’alternative utilisée sera de
prendre t assez grand.
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Pour minorer Eq exp(rYt), introduisons l’opérateur P (r), projecteur propre de
Λ(r) associé à la valeur propre λ0(r). Le vecteur u(r) := 〈P (r)1, 1〉−1P (r)1 est
un vecteur propre de Λ(r) pour la valeur propre λ0(r), normalisé par la condition
〈u(r), 1〉 = 1 ; il suffit de se rappeler les relations P (r)Λ(r) = Λ(r)P (r) = λ0(r)P (r).

Soit uM (r) = maxx u(r)(x), la condition de normalisation implique que 1 ≤
uM (r) ≤ π−1

∗ , où π∗ = minx π(x). Nous obtenons ainsi

Eq exp(rYt) ≥
∑
x,y

q(x) exp
(
−Λ(r)t

)
(x, y)ur(y)/uM (r)

= Mq(r) exp
(
−λ0(r)t

)
,

où Mq(r) = 〈q/π, u(r)〉uM (r)−1. D’autre part, les relations (1.15) fournissent, à
partir du développement en série de λ0(r), l’inégalité suivante :

λ0(r) ≤ −σ
2r2

2
(1−Bv),

où v = (r/r0)/(1−2r/r0) et B = a2/(λ1σ
2). Notons que pour tout r > 0, Mq(r) ≤ 1

et 1/2 ≤ B.
Fixons 0 < r < r0/2 et soit 0 < δ < 1, dont la valeur sera fixée ultérieurement.

Supposons a/σ tel que

(2.1) (r/r0)B ≤ δ2/8,

nous obtenons alors la minoration suivante :

(2.2) Eq exp(rYt) ≥Mq(r) exp

[
t
σ2r2

2
(1− δ2/4)

]
Introduisons maintenant la fonction de répartition de support [−a, a], Q(x) =

Pq(t
−1Yt ≤ x). Nous savons, d’après le théorème 1.11, que pour tout −a ≤ x ≤ a,

Q(x) ≤ Nq exp

[
− tx2

σ2Φ(4Bx/a)

]
≤ Nq exp

[
− tx2

σ2Φ(4B)

]
,

où

Φ(y) = 1 + y +
√

(1− y)2 + 2By.

Une intégration par parties conduit à l’expression suivante :

Eq exp(rYt) = rt

∫ a

−a
exp(rtx)Q(x)dx

= rt

5∑
i=1

∫
Ai

exp(rtx)Q(x)dx,

où

A1 =
[
−a, 0

]
,

A2 =
]
0, σ2r(1− δ)

[
,

A3 =
[
σ2r(1− δ), σ2r(1 + δ)

]
,

A4 =
]
σ2r(1 + δ), 2σ2rΦ(4B)

]
A5 =

]
2σ2rΦ(4B), a

]
,

à condition de supposer a/σ tel que 2σ2rΦ(4B) < a. Or σ2r0 ≤ a, il suffit donc
d’avoir 2(r/r0)Φ(4B) < 1. Posons (4B)/Φ(4B) = Ψ(4B), où

Ψ(x) =
x

1 + x+
√

(1− x)2 + x2/2
.
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Cette fonction étant croissante, l’inégalité B ≥ 1/2 implique que Ψ(4B) ≥ Ψ(2) ≥
0, 4 ; il suffira donc de supposer a/σ tel que

(2.3) (r/r0)B ≤ δ2Ψ(2)/8,

cette condition remplaçant la condition (2.1).
Sur A1 : ∫ 0

−a
rt exp(rtx)Q(x)dx ≤

∫ 0

−∞
rt exp(rtx)dx = 1.

Sur A5, x ≥ 2σ2rΦ(4B), d’où∫
A5

rt exp(rtx)Q(x)dx ≤ Nq
∫ ∞

0

rt exp(−rtx)dx ≤ Nq.

Les deux résultats précédents combinés impliquent la majoration suivante :

(2.4)

∫
A1∪A5

rt exp(rtx)Q(x)dx ≤ 1 +Nq.

Sur A2 ∪A4, nous avons la majoration suivante :

4Bx

a
≤ 4

r

r0
Φ(4B) ≤ 16

Ψ(2)

r

r0
B.

Supposons maintenant que a/σ soit tel que

(2.5) (r/r0)B ≤ δ2Ψ(2)/16

alors 4Bx/a < 1. Ceci implique que

Φ(4Bx/a) ≤ 2

(
1 +B

2Bx/a

1− 4Bx/a

)
≤ 2

(
1 +B

2Bx/a

1− δ2

)
≤ 2

(
1 +

C(r/r0)

1− δ2

)
avec C = 8B2/Ψ(2), d’où

exp(rtx)Q(x) ≤ Nq exp

{
t

(
rx− x2

2σ2

(
1− C(r/r0)

1− δ2

))}
.

Supposons maintenant que a/σ soit tel que C(r/r0) < 1− δ2. Comme B ≥ 1/2, il
suffit que

(2.6) C(r/r0) < min
(
δ2/2, 1− δ2

)
.

Posons

g(x) = rx− x2

2σ2

(
1− C(r/r0)

1− δ2

)
,

pour tout x ∈ IR+ ; g atteint son maximum en x0 = σ2r/
(
1− C(r/r0)(1− δ2)−1

)
.

Supposons alors a/σ tel que x0 ∈ A3, ou plus précisément a/σ tel que

(2.7)
C(r/r0)

1− δ2
<

1

2

(
δ

1 + δ

)2

.
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Cette condition implique la condition (2.6) et x0 ∈ A3 (il suffit de remarquer que(
δ/(1 + δ)

)2 ≤ δ/(1 + δ)). Nous obtenons ainsi pour x ∈ A2

g(x) ≤ g
(
σ2r(1− δ)

)
=
σ2r2

2
(1− δ)

(
1 + δ +

C(r/r0)(1− δ)
1− δ2

)
<
σ2r2

2
(1− δ2/2),

il s’ensuit∫
A2

rt exp(rtx)Q(x)dx ≤ Nqσ2r2t exp

{
tσ2r2

2
(1− δ2/2)

}
.

De même, pour tout x ∈ A4, nous avons

g(x) ≤ g
(
σ2r(1 + δ)

)
<
σ2r2

2
(1− δ2/2),

d’où∫
A4

rt exp(rtx)Q(x)dx ≤ Nqt
(
2σ2r2Φ(4B)− σ2r(1 + δ)

)
exp

{
tσ2r2

2
(1− δ2/2)

}
≤ Nqtσ2r2(C − 1) exp

{
tσ2r2

2
(1− δ2/2)

}
.

Les deux dernières inégalités combinées conduisent à la majoration suivante :

(2.8)

∫
A2∪A4

rt exp(rtx)Q(x)dx ≤ NqtCσ2r2 exp

{
tσ2r2

2
(1− δ2/2)

}
.

Posons γ = rσ2(1 − δ), la condition (2.7) devient alors une condition sur γ en
fonction de a, σ et δ, plus précisément

(2.9)
γ

a

(
a

σ

)6

<
λ3

1Ψ(2)

32

(
δ(1− δ)

)2
1 + δ

.

Notons que le terme de droite, dans l’inégalité précédente, est maximun pour δ =(
−1 +

√
11/3

)
/2, et la condition (2.9) devient avec Ψ(2) = 2/(3 +

√
3)

(2.10)
γ

a
≤ 4.10−3

(
σ2λ1

2a2

)3

.

Ceci posé, nous obtenons alors sur A3,

(2.11) rt

∫
A3

exp(rtx)Q(x)dx ≤ Q(γ) exp
(
tσ2r2(1 + δ)

)
.

Choisissons maintenant t suffisamment grand pour que∫
A1∪A5

rt exp(rtx)Q(x)dx ≤ (1/4)Eq(e
rYt)∫

A2∪A4

rt exp(rtx)Q(x)dx ≤ (1/4)Eq(e
rYt)

Pour cela il suffit d’après les inégalités (2.2), (2.4) et (2.8) d’avoir

(2.12) 1 +Nq ≤
Mq(r)

4
exp

{
t
σ2r2

2
(1− δ2/4)

}
et

(2.13) (tCσ2r2) exp

{
− tσ

2r2δ2

8

}
≤Mq(r)/4.
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Il convient donc de prendre tσ2r2 ∝ t(γ/σ)2 assez grand pour vérifier (2.12), ensuite
il suffit de noter que le terme de gauche dans (2.13) tend vers zéro lorsque t→∞.
Par conséquent, soit ε > 0, il existe une constante assez grande K(ε), telle que
t ≥ K(ε)(σ/γ)2, l’inégalité suivante est vérifiée :

Q(γ) ≥ (1/2) exp
{
−tσ2r2(1 + δ)

}
Eq exp(tYt)

≥ (1/2)Mq(
γ

σ2(1− δ)
) exp

{
− tγ

2

2σ2

1 + 2δ + δ2/4

(1− δ)2

}
.

Choisissons δ tel que
1 + 2δ + δ2/4

(1− δ)2
≤ 1 + ε,

alors

Q(γ) ≥ (1/2)Mq

(
2γ

σ2(3−
√

11/3)

)
exp

{
−t γ

2

2σ2
(1 + ε)

}
.

Pour conclure il suffit de noter que Mπ(r) ≥ π∗.
Notons également que pour δ =

(
−1 +

√
11/3

)
/2, nous obtenons

Q(γ) ≥ π∗
2

exp

{
−t7γ

2

2σ2

}
.

�

3. Borne du type Berry-Esséen

L’objectif de cette section est d’obtenir une borne du type Berry-Esséen pour
les processus de Markov irréductibles et à espace d’états fini. Pour cela, nous allons
suivre la preuve de B. Mann [39], qui a obtenu une telle borne pour une châıne
de Markov irréductible et à espace d’états fini ou dénombrable. Il suppose une
hypothèse de mélange

(3.1) β := sup
‖Pg‖
‖g‖

< 1,

où le supremum est pris sur les fonctions g ∈ `2(π) telles que Eπg = 0.
La considération du temps continu et de l’utilisation des estimations fournies

dans [34] conduira à une preuve simplifiée par rapport à celle de B. Mann. Plus
précisément, outre le fait d’étendre son résultat au temps continu, nous améliorons
la constante numérique figurant dans la borne obtenue d’un facteur d’environ 200.
Le théorème que nous allons prouver est le suivant :

Théorème 3.1. Soit (Pt, π) un noyau markovien en temps continu irréductible
défini sur un espace d’états G fini. Soient −Λ son générateur infinitésimal et f :
G → IR telle que πf = 0, supx |f(x)| ≤ a. Alors pour toute distribution initiale q,
tout t > 0∣∣∣∣Pq{ 1

σ
√
t

∫ t

0

f(Xs)ds ≤ x
}
− Φ(x)

∣∣∣∣ ≤ Nq 59a‖f‖2

σ3λ2
1t

1/2
+
Nq
2π
e−λ1t,

où Φ(x) est la fonction de répartition de la loi normale standard et λ1 la plus petite
valeur propre non nulle de (Λ + Λ∗)/2.

Notons que l’hypothèse de mélange (3.1) devient dans le cas du temps continu

sup
‖Ptg‖
‖g‖

≤ e−λt, ∀t ≥ 0 et λ > 0.

Or, comme nous l’avons déjà remarquée, celle-ci est équivalente à l’existence d’un
trou spectral du symétrisé additif du générateur Λ. Dans le cas d’un espace d’états
fini et sous l’hypothèse d’irréductibilité du processus, λ peut être pris égal à la
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plus petite valeur propre non nulle, λ1, du symétrisé additif de Λ. Cette hypothèse
de mélange peut également permettre d’obtenir une borne du type Chernoff, sans
recours à la théorie des perturbations [38][§4].

Démonstration. Tout d’abord pour simplifier les expressions, introduisons
les notations suivantes :

Yt :=

∫ t

0

f(Xs)ds, ϕq(ω) := Eq exp

(
iω

σt1/2
Yt

)
, Λ(ω) := Λ− iω

σt1/2
D.

Notons que nous n’utilisons par le symétrisé additif du générateur du processus.
L’idée de la preuve est de majorer∣∣ϕq(ω)− e−ω

2/2
∣∣, ω ∈ IR,

puis d’utiliser l’inégalité (3.13) dans [23][p. 538] qui s’écrit dans notre cas

(3.2)

∣∣∣∣Pq{ Yt

σ
√
t
≤ x

}
− Φ(x)

∣∣∣∣ ≤ 1

π

∫ W

−W

|ϕq(ω)− e−ω2/2|
|ω|

dω +
24

π
√

2πW
.

Définissons la matrice fondamentale Z par l’identité (1.6) lorsque Z agit sur
les fonctions de moyenne nulle ; nous en déduisons immédiatement que pour toute
fonction f de moyenne nulle ‖Zf‖ ≤ λ−1

1 ‖f‖. La variance asymptotique de Yt
s’exprime également par 2〈f, Zf〉 ; en effet

t−1VarπYt = 2

∫ ∞
0

(
1− u

t

)
〈f, Puf〉du

→ 2
〈
f,

∫ ∞
0

Pufdu
〉

= 2〈f, Zf〉.

Λ(r) = Λ− rD étant une perturbation linéaire de Λ, il est alors possible d’es-
timer la valeur propre β0(r) correspondant à la perturbation de la valeur propre
nulle de Λ. β0(r) admet un développement en série dont les coefficients sont réels
car s’exprimant par un produit scalaire ne faisant intervenir que f et Z (Z par
définition étant à coefficients réels), donc β0(r) est réelle. Ceci peut aussi se déduire
du théorème 2.6 dans [48][§ 2.3], puisque B = −Λ(r) en tant que matrice ML (i.e
telle que B(x, y) ≥ 0, x 6= y) admet une valeur propre réelle majorant la partie
réelle de toutes les autres valeurs propres de B. Les mêmes techniques, que dans le
cas réversible, conduisent à la minoration suivante valable pour tout r < 1/(4‖Z‖) :

β0(r) ≥ −σ
2

2
r2 − b2‖Z‖

2

2‖Z‖r
1− 4‖Z‖r

.

Notons par β0(ω), la valeur propre de Λ(ω) correspondant à la perturbation de
la valeur propre nulle de Λ. La théorie des perturbations, présentée au chapitre 2,
s’applique pour une perturbation analytique à coefficient χ complexe. Nous pouvons
donc utiliser une démarche analogue à celle du §1, où χ = iω/(σt1/2). Celle-ci
conduit, pour |ω| < σt1/2/(4a‖Z‖), à l’inégalité suivante :∣∣β0(ω)t− ω2

2

∣∣ ≤ a‖f‖2|ω|3‖Z‖2

σ3t1/2

(
1− 4a|ω|‖Z‖

σt1/2

)−1

∣∣exp(−β0(ω)t)− e−ω
2/2
∣∣ ≤ e−ω2/2(expH(|ω|)− 1),

où H(|ω|) désigne le membre de droite de la première ligne.
Soit u(ω) le vecteur propre de Λ(ω) associé à la valeur propre β0(ω) et normalisé

par la condition 〈1, u(ω)〉π = 1. En utilisant l’estimation 1-(4.26), nous obtenons
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pour tout |ω|/σt1/2 < 1/(4a‖Z‖) la majoration suivante :

‖1− u(ω)‖ ≤ 4|ω|‖Z‖
σt1/2

‖D1‖ =
4|ω|‖f‖‖Z‖

σt1/2
.

Majorons maintenant∣∣ϕq(ω)− e−ω
2/2
∣∣ ≤ ∣∣ϕq(ω)− exp(−β0(ω)t)

∣∣+
∣∣exp

(
−β0(ω)t

)
− e−ω

2/2
∣∣.

Or ∣∣ϕq(ω)− exp(−β0(ω)t)
∣∣ ≤ Nq∥∥exp

(
−Λ(ω)t

)
.1− exp

(
−β0(ω)t

)
.1
∥∥

≤ Nq
(∥∥e−Λ(ω)t(1− u(ω))

∥∥+
∣∣e−β0(ω)t

∣∣∥∥1− u(ω)
∥∥)

Le vecteur 1 − u(ω) étant de moyenne nulle, un raisonnement identique à celui
employé au §1 conduit à l’inégalité∥∥e−Λ(ω)t

(
1− u(ω)

)∥∥ ≤ ∥∥1− u(ω)
∥∥e−λ1(ω)t,

où

λ1(ω) = inf
{〈

Λ̃(ω)g, g
〉
/‖g‖2; g 6= 0, π.g = 0

}
.

Mais à la différence du cas traité au §1, le paramètre χ de la perturbation est ici
un nombre complexe. Dans le cas général

Λ̃(χ) = (Λ + Λ∗)/2− Re(χ)D,

ce qui donne pour une perturbation purement imaginaire, Λ̃(ω) = (Λ + Λ∗)/2 d’où
λ1(ω) = λ1. Nous obtenons ainsi∣∣ϕq(ω)− exp

(
−β0(ω)t

)∣∣ ≤ Nq 4|ω|‖f‖‖Z‖
σt1/2

(
e−λ1t + eH(|ω|)−ω2/2

)
.

Supposons dorénavant que

|ω| < σ3t1/2

16a‖f‖2‖Z‖2
,

hypothèse qui implique que

H(|ω|) ≤ 2a‖f‖2|ω|3‖Z‖2

σ3t1/2
≤ ω2/8.

D’autre part pour tout x ≥ 0, ex − 1 ≤ xex d’où les inégalités suivantes :∣∣ϕq(ω)− e−ω
2/2
∣∣ ≤ Nq 4‖f‖|ω|‖Z‖

σt1/2

(
e−3ω2/8

{a‖f‖ω2‖Z‖
2σ2

+ 1
}

+ e−λ1t

)
≤ Nq

2a‖f‖2‖Z‖2

σ3t1/2
e−3ω2/8

(
|ω|3 + 4|ω|

)
+Nq

4‖f‖|ω|‖Z‖
σt1/2

e−λ1t,(3.3)

où nous avons utilisé dans la dernière inégalité le fait que

σ2 ≤ 2‖f‖2‖Z‖ ≤ 2‖f‖2/λ1.

Pour conclure, appliquons l’inégalité (3.2) avec

W =
σ3t1/2

16a‖f‖2‖Z‖2
.

�
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3.1. Développement asymptotique. Dans le cas de variables aléatoires
indépendantes, le théorème 3.1 peut se prolonger en une étude du développement
asymptotique de la différence entre la fonction de répartition de la somme norma-
lisée de ces variables et de Φ(x). Une présentation détaillée de ces résultats pour des
variables aléatoires i.i.d. figure dans [27][§41] et pour des variables indépendantes
dans [45]. Nagaev dans [42] a étendu ces résultats aux châınes de Markov définies
sur un espace d’états quelconques, mais satisfaisant à la condition de Doeblin (D0)
(cf Chap. 5). L’objectif de cette partie consiste à établir un tel développement
asymptotique pour un processus markovien à espace d’états fini, mais toujours à
partir des techniques développées dans [34].

Introduisons d’abord quelques définitions et rappels. Les polynômes d’Hermite
sont définis par la formule

Hk(x) = (−1)kex
2/2 dk

dxk
e−x

2/2,

qui donne pour les premiers indices

H0(x) = 1

H1(x) = x

H2(x) = x2 − 1

H3(x) = x3 − 3x

H4(x) = x4 − 6x2 + 3

H5(x) = x5 − 10x3 + 15x

Les fonctions Φ(k) définies par

Φ(k)(x) =
(−1)k−1

√
2π

Hk−1(x)e−x
2/2,

admettent pour transformée de Fourier-Stieltjes

(3.4)

∫
eiωxdΦ(k)(x) =

(−iω)k√
2π

∫
eiωx−x

2/2dx = (−iω)ke−ω
2/2.

Par conséquent, si la fonction caractéristique

ϕq(ω) := Eq exp
( iω

σt1/2
Yt

)
peut s’exprimer formellement par la série

ϕq(ω) ∼ e−ω
2/2

(
1 +

∞∑
j=1

Pj(−iω)

(
1

σt1/2

)j)
,

où les Pj sont des polynômes de degré 3j, alors

(3.5) Pq

( 1

σt1/2
Yt ≤ x

)
− Φ(x) ∼

∞∑
1

Pj(−Φ)

(
1

σt1/2

)j
,

où les Pj(−Φ) s’obtiennent en remplaçant ωr par Φ(r) dans Pj(−ω).
Cherchons donc le développement en série de ϕq(ω) jusqu’à l’ordre k − 2 pour

un k ≥ 2 fixé. Dans la suite, la notation (q, g) désignera pour toute fonction g la
moyenne selon la mesure q,

(q, g) :=
∑
x

q(x)g(x).
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Soit u(ω) le vecteur propre de Λ(ω) pour la valeur propre β0(ω), normalisé par la
condition 〈1, u(ω)〉 = 1. Ce vecteur propre admet pour développement en série

u(ω) = 1 +

∞∑
j=1

uj

(
−iω
σt1/2

)j
,

convergente pour |ω| < λ1σt
1/2/(4a). En particulier

u1 = −Zf, u2 = ZDZf.

L’opérateur Λ étant autoadjoint par hypothèse, l’expression 1-(4.29) s’applique ;
d’où les inégalités suivantes :

u(ω)− 1� ‖f‖
4a

∞∑
j=1

(
−i4aω
λ1σt1/2

)j
(3.6)

‖un‖ ≤
‖f‖
4a

(
4a

λ1

)n
.

De même, les estimations sur β0(ω) conduisent aux formules suivantes :

−β0(ω)t = −ω
2

2
+

∞∑
j=1

(−β(j+2)
0 )ω2

σ2

(
−iω
σt1/2

)j
,

e−β0(ω)t = e−ω
2/2

{
1 +

∞∑
j=1

Qj(ω
2)

(
−iω
σt1/2

)j}
,

où les Qj s’obtiennent par un développement en série de l’exponentielle selon les

puissances de (−iω)/(σt1/2). Les fonctions Qj(x) sont des polynômes de degré j

dont les coefficients dépendent exclusivement de −β(3)
0 /σ2, · · · ,−β(j+2)

0 /σ2. Par
exemple Q1(x) = −−β

(3)
0

σ2 x,

Q2(x) = −−β
(4)
0

σ2 x+ 1
2

(−β(3)
0

σ2

)2
x2.

Comme seul un développement limité à l’ordre k−2 nous intéresse, introduisons
les notations suivantes :

u(ω) = 1 +

k−2∑
j=1

uj

(
−iω
σt1/2

)j
+Rk−1(ω)

e−β0(ω)t = e−ω
2/2

{
1 +

k−2∑
j=1

Qj(ω
2)

(
−iω
σt1/2

)j
+ Sk−1(ω)

}
Ainsi la fonction caractéristique ϕq(ω) s’exprime par les relations

ϕq(ω) = e−β0(ω)t
(
q, u(ω)

)
+
(
q, Pt(ω)

(
1− u(ω)

))
= e−ω

2/2

{
1 +

k−2∑
j=1

( ∑
j1+j2=j

0≤j1,j2≤k−2

Qj1(ω2)(q, uj2)
)(−iω

σt1/2

)j}

+ Vk−1(ω) +
(
q, Pt(ω)

(
1− u(ω)

))
,
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où Q0 = 1, u0 = 1 et

Vk−1(ω) = e−ω
2/2

2(k−2)∑
j=k−1

( ∑
j1+j2=j

1≤j1,j2≤k−2

Qj1(ω2)(q, uj2)
)(−iω

σt1/2

)j

+ e−β0(ω)t
(
q,Rk−1(ω)

)
+ e−ω

2/2Sk−1(ω)
(
q, u(ω)

)
.

Nous allons tout d’abord démontrer le lemme suivant :

Lemme 3.2. Pour tout k ≥ 2 et pour tout |ω| ≤ λ2
1σ

3t1/2

16a‖f‖2 , l’inégalité suivante

est vérifiée∣∣∣∣ϕq(ω)− e−ω
2/2

{
1 +

k−2∑
j=1

Pj(−iω)

(
1

σt1/2

)j}∣∣∣∣ ≤ Nq(4a‖f‖2|ω|
λ2

1σ
3t1/2

)
e−λ1t+

+ 2Nqe
−3ω2/8

(
8a‖f‖2

λ2
1σ

3t1/2

)k−1

Tk−1(ω),

(3.7)

où les Pj sont des polynômes de degré 3j et

Tk−1(ω) =
(
(k − 2)! + 1/4

)
(2|ω|)k−1 + (|ω|/2)3(k−1), k ≥ 3,

T1(ω) =
1

2
(|ω|+ |ω|3)

Démonstration. Dans un premier temps, nous majorerons le reste Vk−1(ω).
En particulier, grâce à l’inégalité de Cauchy–Schwarz, nous obtenons

∣∣Vk−1(ω)
∣∣ ≤ Nqe−ω2/2

2(k−2)∑
j=k−1

( ∑
j1+j2=j

1≤j1,j2≤k−2

|Qj1(ω2)|‖uj2‖
)∣∣∣∣ ω

σt1/2

∣∣∣∣j+
+Nq|e−β0(ω)t|‖Rk−1(ω)‖+Nqe

−ω2/2|Sk−1(ω)|‖u(ω)‖.

La technique de la série majorante sera utile pour majorer |Sk−1(ω)|. En effet,
posons

U := −β0(ω)t+
ω2

2
,

et choisissons ω tel que

(3.8) |ω| ≤ T :=
λ2

1σ
3t1/2

16a‖f‖2
.

Nous obtenons alors les relations suivantes :

U �
(
−ia‖f‖2ω3

λ2
1σ

3t1/2

)(
1− i4aω

λ1σt1/2

)−1

|U | ≤ 2a‖f‖2|ω|3

λ1σ3t1/2
≤ ω2

8

U j �
(
−ia‖f‖2ω3

λ2
1σ

3t1/2

)j ∞∑
l=0

(
l + j − 1

l

)(
−i4aω
λ1σt1/2

)l
Supposons dans un premier temps que k ≥ 3. La somme des termes du développement
en série de U j , pour j ≤ k − 2, contenant des puissances de (ω/(σt1/2) d’ordre
supérieur à k − 1 est majorée par

(3.9)

(
ω2

8

)j(
8a‖f‖2|ω|
λ2

1σ
3t1/2

)k−1 ∞∑
l=0

(
l + k − 2

j − 1

)(
4a|ω|
σλ1t1/2

)l
.
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Or 1 ≤ j ≤ k − 2, d’où

(
l + k − 2

j − 1

)
=

(
l + k − 2

l

)
l!(k − 2)!

(j − 1)!(l + k − 1− j)!
≤
(
l + k − 2

l

)
(k − 2)!

(l + 1)(j − 1)!
.

Ceci conduit à la majoration de (3.9) par

(k − 2)!

(
ω2

8

)j(
16a‖f‖2|ω|
λ2

1σ
3t1/2

)k−1

.

Si k = 2, ce terme est nul. Pour en tenir compte, remplaçons (k − 2)! par (k −
2)(k− 3)!, avec la convention (−1)! = 0. Nous en déduisons la majoration suivante
de |Sk−1(ω)| :

∣∣Sk−1(ω)
∣∣ ≤ ∞∑

s=k−1

1

s!

(
2a|ω|3‖f‖2

λ2
1σ

3t1/2

)s
+

+ (k − 2)(k − 3)!

(
16a‖f‖2|ω|
λ2

1σ
3t1/2

)k−1 k−2∑
j=1

(
ω2

8

)j
1

j!

≤ eω
2/8

(
8a‖f‖2

λ2
1σ

3t1/2

)k−1

T
(1)
k−1(ω),

où

T
(1)
k−1(ω) =

1

4k−1(k − 1)!
|ω|3(k−1) + (k − 2)(k − 3)!(2|ω|)k−1.

Une majoration des polynômes Qj s’obtient en considérant la série majorante sui-
vante de β0(ω) :

−β0(ω)t� −ω
2

2
+
‖f‖2(−iω)2

4σ2λ1

(
−i4aω
λ1σt1/2

)(
1− −i4aω

λ1σt1/2

)−1

,

d’où

e−β0(ω)t � e−ω
2/2

{
1 +

∞∑
s=1

(
−i4aω
λ1σt1/2

)s ∑
j+l=s
j≥1,l≥0

(
j + l − 1

l

)
1

j!

(
‖f‖2(−iω)2

4λ1σ2

)j}
.
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Ceci implique les relations suivantes :∣∣Qs(ω2)
∣∣ ≤ (4a

λ1

)s ∑
j+l=s
j≥1,l≥0

(
j + l − 1

l

)
1

j!

(
‖f‖2ω2

4λ1σ2

)j

=

(
4a

λ1

)s s∑
j=1

(
s− 1

s− j

)
1

j!

(
‖f‖2ω2

4λ1σ2

)j
(3.10)

=

(
4a

λ1

)s(‖f‖2ω2

4λ1σ2

) s−1∑
j=0

(
s− 1

j

)
1

(j + 1)!

(
‖f‖2ω2

4λ1σ2

)j

≤
(

4a

λ1

)s(‖f‖2ω2

4λ1σ2

) s−1∑
j=0

(
s− 1

j

)(
‖f‖2ω2

8λ1σ2

)j

=

(
a‖f‖2ω2

λ2
1σ

2

)(
4a

λ1
+
a‖f‖2ω2

2λ2
1σ

2

)s−1

≤
(
a‖f‖2ω2

λ2
1σ

2

)(
8a‖f‖2

λ2
1σ

2
+
a‖f‖2ω2

2λ2
1σ

2

)s−1

=

(
a‖f‖2

σ2λ2
1

)s
ω2
(

8 +
1

2
ω2
)s−1

≤ 1

2

(
a‖f‖2

σ2λ2
1

)s(
16s−1ω2 + ω2s

)
.

En particulier, nous obtenons pour les deux premiers polynômes :
∣∣Q1(ω2)

∣∣ ≤ (a‖f‖2
σ2λ2

1

)
ω2,∣∣Q2(ω2)

∣∣ ≤ 1
2

(a‖f‖2
σ2λ2

1

)2
(16ω2 + ω4).

Rappelons les majorations des β
(n)
0 pour n ≥ 3,

β
(n)
0 ≤ a‖f‖2

λ2
1

(
4a

λ1

)n−3

.

Pour sa part, le reste Rk−1(ω) se majore facilement, puisque d’après (3.6) et
(3.8)

‖Rk−1(ω)‖ ≤ ‖f‖
2a

∞∑
j=k−1

1

j + 1

(
4a|ω|
σλ1t1/2

)j

≤ 1

2

(
8a‖f‖2|ω|
λ2

1σ
3t1/2

)k−1

.

Pour finir, il reste à majorer le terme

A := Nqe
−ω2/2

2(k−2)∑
j=k−1

( ∑
j1+j2=j

1≤j1,j2≤k−2

|Qj1(ω2)|‖uj2‖
)∣∣∣∣ ω

σt1/2

∣∣∣∣j .
Tout d’abord A = 0 pour k = 2. Supposons donc que k ≥ 3, les majorations
des polynômes Qj(ω

2) et des ‖uj‖ obtenues ci-dessus permettent d’aboutir à une
majoration de A, puisque :

A ≤ Nqe−ω
2/2ω

2

4

2(k−2)∑
j=k−1

(
|ω|
σt1/2

)j ∑
j1+j2=j

1≤j1,j2≤k−2

(
8a‖f‖2

λ2
1σ

2

)j1(
1 +

1

16
ω2
)j1−1

(
4a

λ1

)j2
.
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Or 4a/λ1 ≤ (8a‖f‖2)/(λ2
1σ

2), d’où

A ≤ Nqe−ω
2/2ω

2

32

2(k−2)∑
j=k−1

(
8a‖f‖2|ω|
λ2

1σ
3t1/2

)j ∑
j1+j2=j

1≤j1,j2≤k−2

(
1 +

ω2

16

)j1−1

≤ Nq(k − 2)e−ω
2/2ω

2

32

(
1 +

ω2

16

)k−3
2(k−2)∑
j=k−1

(
8a‖f‖2|ω|
λ2

1σ
3t1/2

)j

≤ Nq(k − 2)e−ω
2/2(1 +

ω2

16
)k−1

(
8a‖f‖2|ω|
λ2

1σ
3t1/2

)k−1 ∞∑
j=0

2−j

≤ (k − 2)2−1Nqe
−ω2/2

(
8a‖f‖2

λ2
1σ

3t1/2

)k−1

T
(2)
k−1(ω),

où

T
(2)
k−1(ω) = (2|ω|)k−1 + (|ω|/2)3(k−1).

Tous ces calculs assez fastidieux conduisent à la majoration du reste |Vk−1(ω)|,
après avoir noté que∣∣exp

(
−β0(ω)t+ ω2/2

)∣∣ ≤ exp(ω2/8), et ‖u(ω)‖ ≤ 5

4
.

Nous obtenons avec k ≥ 2,∣∣Vk−1(ω)
∣∣ ≤ Nqe−3ω2/8

(
8a‖f‖2

λ2
1σ

3t1/2

)k−1(1

2
|ω|k−1 +

5

4
T

(1)
k−1(ω) + 2−1(k − 2)T

(2)
k−1(ω)

)
≤ 2Nqe

−3ω2/8

(
8a‖f‖2

λ2
1σ

3t1/2

)k−1

Tk−1(ω).

Une majoration du dernier terme
(
q, Pt(ω)

(
1−u(ω)

))
s’obtient par une démarche

analogue à celle utilisée au §3 ;(
q, Pt(ω)

(
1− u(ω)

))
≤ Nqe−λ1t‖1− u(ω)‖

≤ Nq
(

4a‖f‖2|ω|
λ2

1σ
3t1/2

)
e−λ1t.

Posons

(3.11) Pj(−iω) = (−iω)j
∑

j1+j2=j
0≤j1,j2≤k−2

Qj1(ω2)(q, uj2),

qui sont des polynômes de degré 3j en ω. En particulier :{
P0(−iω) = 1,

P1(−iω) =
−β(3)

0

σ2 (−iω)3 − Eq(Zf)(−iω).

Les résultats précédents permettent d’obtenir l’inégalité (3.7). �

Comme indiqué en introduction de cette section, nous en déduisons (3.5), où
les Pj s’obtiennent à partir de (3.11). Soit Gk(x) la fonction

Gk(x) = Φ(x) +

k−2∑
j=1

Pj(−Φ)

(
1

σt1/2

)j
.

Cette fonction satisfait aux hypothèses du lemme 2 dans [23][§XV1.3]. La trans-
formée de Fourier-Stieltjes de G étant la transformée de Fourier de sa dérivée, nous
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obtenons par application de (3.2) (légèrement modifiée) avec W = T k−1, l’inégalité
suivante :∣∣∣Pq( Yt

σt1/2
≤ x

)
−Gk(x)

∣∣∣ ≤ Nq
2π
e−λ1t +

24mk

πW
+ I

+
2Nq
π

(
8a‖f‖2

λ2
1σ

3t1/2

)k−1 ∫ ∞
−∞

Tk−1(ω)

|ω|
e−3ω2/8dω,

où mk := supx |G′k(x)| et

I =
1

π

∫
(−W,−T )∪(T,W )

∣∣ϕq(ω)− ψ(ω)
∣∣

|ω|
dω,

ψ(ω) désignant la transformée de Fourier de G′k(x). Bien entendu I sera prise nulle
si T ≤ 1 ; nous supposerons donc sans perte de généralité que t est suffisamment
grand pour avoir T ≥ 1.

Les moments d’ordre pair d’une loi normale N (m,σ) s’expriment par la relation

µs = (s− 1)!!σs,

où
n!! := n(n− 2)(n− 4) · · · .

D’autre part les coefficients

µ̄s :=
1

σ
√

2π

∫ ∞
0

xse−
x2

2σ2 dx,

pour s impair vérifient la relation de récurrence

µ̄s = (s− 1)σ2µ̄s−2, s > 1.

Or µ̄1 = σ/
√

2π, d’où pour s impair

µ̄s =
(s− 1)!!σs√

2π
.

A titre d’exemple, considérons le cas k = 3 ; l’intégrale est majorée par 7.

Lemme 3.3. Supposons T ≥ 1, alors pour tout k ≥ 2 nous avons l’inégalité
suivante :

mk ≤
Nq√
2π

(
1 +

1

2
(k − 2)2(k−1)

)
.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que Φ(k)′(x) = Φ(k+1)(x). Nous
en déduisons l’expression suivante de la dérivée de G

G′k(x) =
e−x

2/2

√
2π

+

k−2∑
j=1

(
1

σt1/2

)j ∑
j1+j2=j

0≤j1,j2≤k−2

Q
(j)
j1

(−Φ)(q, uj2),

où Q
(j)
j1

(−Φ) s’obtient à partir de Qj1(−ω) en remplaçant les ωr par les fonctions

Φ(r+j+1). Par exemple

G3(x) = Φ(x) +
e−x

2/2

√
2πσt1/2

(
Eq(Zf)− −β

(3)
0

σ2
H2(x)

)
G′3(x) =

e−x
2/2

√
2π

{
1 +
−β(3)

0

σ3t1/2
H3(x)− Eq(Zf)H1(x)

}
m3(t) ≤ 1√

2π
+

1√
2πσt1/2

(
Nqe

−1/2‖f‖
λ1

+
3‖f‖2

2σ2λ2
1

)
≤ Nq√

2π

(
1 +

4a‖f‖2

λ2
1σ

3t1/2

)
.
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Une majoration de mk s’obtient par une estimation des bornes supérieures
des fonctions Φ(k). Ces fonctions étant continues, la formule d’inversion de la trans-
formée de Fourier s’applique. D’après (3.4), nous obtenons les expressions suivantes :

Φ(2m+1)(x) =
(−1)m

2π

∫ ∞
−∞

e−u
2/2u2m cos(ux)du

Φ(2m)(x) =
(−1)m

2π

∫ ∞
−∞

e−u
2/2u2m−1 sin(ux)du

d’où pour m ≥ 1,∣∣Φ(2m+1)(x)
∣∣ ≤ 1√

2π

∫ ∞
−∞

u2mγ(du) =
(2m− 1)!!√

2π
=

(2m)!

2m
√

2πm!
,

∣∣Φ(2m)(x)
∣∣ ≤ 2√

2π

∫ ∞
0

u2m−1γ(du) =
(2m− 2)!!

π
=

2m−1(m− 1)!

π
.

où γ(dx) désigne la mesure gaussienne standard.
La double inégalité (1.10) conduit, pour m > 0, aux bornes suivantes∣∣Φ(2m+1)(x)

∣∣ ≤ 1√
π

2m+1/2mme−m,∣∣Φ(2m)(x)
∣∣ ≤ 1√

2π
2m+1/2mme−m.

L’inégalité (3.10) permet de majorer les différents polynômes intervenant dans
l’expression de G′k(x). En effet,

∣∣Q(2m)
j1

(−Φ)
∣∣ ≤ 2m+1/2

√
2π

(
4a

λ1

)j1 j1∑
l=1

(
j1 − 1

l − 1

)(
2‖f‖2

4λ1σ2

)l
1

l!
(l +m)l+me−(l+m).

Or l ≤ j1 ≤ j = 2m, d’où

∣∣Q(2m)
j1

(−Φ)
∣∣ ≤ 2m−1/2(3m)m

em
√

2π

(
4a

λ1

)j1 j1∑
l=1

(
j1 − 1

l + 1

)(
3m‖f‖2

4eλ1σ2

)l

≤ 2m−1/2(2m)m√
2π

(
4a

λ1

)j1 j1∑
l=1

(
j1 − 1

l + 1

)(
3m‖f‖2

4eλ1σ2

)l
=

2m−1/2(2m)m√
2π

(
4a

λ1

)j1(3m‖f‖2

4eλ2
1σ

2

)(
1 +

3m‖f‖2

4eλ1σ2

)j1−1

≤ 2m−1/2(2m)m√
2π

(
3am‖f‖2

eλ2
1σ

2

)j1(
1 +

8e

3m

)j1−1

≤ 2m−1/2(2m)m

4e
√

2π

(
12am‖f‖2

λ2
1σ

2

)j1
.

Un calcul analogue pour j = 2m+ 1 permet d’obtenir la majoration suivante pour
tout j ≥ 1 : ∣∣Q(j)

j1
(−Φ)

∣∣ ≤ K(j)√
2π

(
6aj‖f‖2

λ2
1σ

2

)j1
,

où

4K(j) = 2(j−1)/2jj/2.
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Ceci conduit à la majoration suivante de mk ;

√
2πmk ≤ 1 +

k−2∑
j=1

(
1

σt1/2

)j{
|Q(j)

j (−Φ)|+Nq‖uj‖+Nq
∑

j1+j2=j
1≤j1,j2

|Q(j)
j1

(−Φ)|‖uj2‖
}

≤ 1 +Nq

k−2∑
j=1

(
1

σt1/2

)j{
K(j)

(
6aj‖f‖2

λ2
1σ

2

)j
+

1

4

(
4a

λ1

)j
+

+ ((j − 1) ∧ 1)
K(j)

4

∑
j1+j2=j
1≤j1,j2

(
6aj‖f‖2

λ2
1σ

2

)j1(4a

λ1

)j2}

≤ 1 +Nq

k−2∑
j=1

(
8a‖f‖2

λ2
1σ

3t1/2

)j{
K(j)jj +

1

4
+ ((j − 1) ∧ 1)

K(j)

4

j−1∑
l

jl
}

≤ 1 +Nq

k−2∑
j=1

(
8a‖f‖2

λ2
1σ

3t1/2

)j{
K(j)jj +

1

4
+
K(j)

4
(j − 1)jj−1

}

≤ Nq
(

1 + 2

k−2∑
j=1

K(j)

(
8aj‖f‖2

λ2
1σ

3t1/2

)j
K(j)

)

≤ Nq
(

1 + (k − 2)3(k−2)/2

(
8a‖f‖2

λ2
1σ

3t1/2

) k−3∑
j=0

(
16a‖f‖2

λ2
1σ

3t1/2

)j)
.

Or par hypothèse T ≥ 1, d’où

mk ≤
Nq√
2π

(1 + (k − 2)2(k−1)).

�

Il reste maintenant à majorer l’intégrale I. Par symétrie et l’inégalité triangu-
laire

I = 2

∫ W

T

|ψ(ω)|
ω

dω + 2

∫ W

T

|ϕq(ω)|
ω

dω := I1 + I2.

Par un calcul analogue à celui conduit pour majorer le terme A, nous obtenons :

|ψ(ω)| ≤ Nqe−ω
2/2

(
1 +

k−2∑
j=1

(
8a‖f‖2|ω|
λ2

1σ
3t1/2

)j{
1

4
+ ω2(1 +

ω2

16
)j−1+

+ ((j − 1) ∧ 1)
ω2

4

j−1∑
l=1

(1 +
ω2

16
)l−1

})

≤ Nqe−ω
2/2

(
1 +

k−2∑
j=1

(
8a‖f‖2|ω|
λ2

1σ
3t1/2

)j{1

4
+ ω2(k − 2)(1 +

ω2

16
)j−1

})
,

d’où pour ω ≥ T > 1,

|ψ(ω)| ≤ Nqe−ω
2/2

(
1 + (k − 1)

k−2∑
j=1

(
8a‖f‖2|ω|
λ2

1σ
3t1/2

)j
(1 +

ω2

16
)j
)
.

Or pour toute série géométrique de raison q > 0,

k−2∑
j=1

qj ≤ (k − 2)(q + qk−2),
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ce qui conduit, pour k ≥ 3, à la majoration suivante :

|ψ(ω)| ≤ Nqe−ω
2/2
(

1 + 2(k − 1)(k − 2)
(
ω3/T

)k−2
)
.

Ainsi, I1 tend vers zéro à vitesse exponentielle lorsque t→∞.
Obtenir une borne explicite du terme I2 est plus difficile, car nous ne pouvons

utiliser le développement en série de la valeur propre perturbée, celle-ci n’étant
plus convergente. Supposons par exemple que la v.a.r. Yt admette une densité C∞
par rapport à la mesure de Lebesgue, dont les dérivées sont absolument intégrables,
alors |ωkϕq(ω)| décrôıt à l’infini pour tout k ≥ 0. Par conséquent, I2 = O(T−(k−1)).

Supposons k = 3, nous obtenons alors, pour T ≥ 1, l’inégalité suivante :∣∣∣Pq( Yt
σt1/2

≤ x
)
−G3(x)

∣∣∣ ≤ Nq
2π
e−λ1t +

36Nq
2π

(
16a‖f‖2

λ2
1σ

3t1/2

)2(
1 + o(1)

)
.

Signalons que contrairement à notre objectif, nous ne sommes pas arrivés à obtenir
une borne explicite, faute de pouvoir éliminer le terme en o(1).

4. Compléments

Le semi-groupe Pt(r) obtenu par perturbation de Pt agit sur les fonctions réelles
g de la façon suivante :

Pt(r)g(x) = Ex(exp(rYt)g(Xt)),

où Yt =
∫ t

0
f(Xs)ds. Cette identité est appelée formule de Feynman-Kac [14][page

121], et dans le cas du mouvement brownien Pt(1) s’apparente au semi-groupe de
Feynman-Kac introduit dans [11]. Nous avons donc obtenu, pour r < λ1/2, une
majoration du rayon spectral logarithmique de ce semi-groupe. Le générateur de
Pt(r) est −Λ(r) = −Λ + rf, ce qui pour r = 1 conduit à l’analogue de l’opérateur
de Schrödinger dans le cas du mouvement Brownien [11], à savoir l’opérateur S =

−
(

1
2∆ + f

)
, où ∆ désigne le Laplacien dans IRd . Soit u(r) un vecteur propre

associé à la valeur propre maximale λ0(r) ; nous pouvons alors introduire l’opérateur
Z(r), résolvante réduite de Λ(r), qui s’exprime, sur le supplémentaire des fonctions
engendrées par u(r), par l’expression [11]

Z(r)g(x) =

∫ ∞
0

Pt(r)g(x)dt.

Par une démarche analogue à celle utilisée dans [34][IX-2.6], nous obtenons le
développement en série suivant du semi-groupe Pt(r) :

Pt(r)g = Ptg + rg
(1)
t + r2g

(2)
t + · · ·

avec

g
(1)
t =

∫ t

0

Pt−sfPsgds, g
(n)
t =

∫ t

0

Pt−sfg
(n−1)
s ds.

Conformément à la définition de Pt(r), un calcul, relativement simple, permet d’ob-
tenir la relation suivante :

g
(n)
t (x) = Ex

(Y nt
n!
g(Xt)

)
,

D’autre part,

sup
x
|g(n)
t (x)| ≤ ‖g‖∞ sup

x
Ex
|Yt|n

n!
,

‖g(n)
t ‖2π ≤ ‖g‖2∞

(
2n

n

)
Eπ
|Yt|2n

(2n)!
.
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Or d’après l’estimation obtenue dans [38][§4],

Eπ
|Yt|2n

(2n)!
≤ 2−1

(
2

λ1

)2n n∑
s=1

(
‖f‖2λ1t

)s
s!

.

Ceci permet avec l’inégalité (1.11) d’aboutir à la majoration suivante :

‖g(n)
t ‖ ≤ ‖g‖∞e‖f‖

2tλ1/2

(
4

λ1

)n
,

par conséquent le développement en série du semi-groupe Pt converge pour r <
λ1/4.

Il est possible d’obtenir l’expression de la variance asymptotique d’une manière
différente de celle employée dans la preuve de la proposition 1.9. Pour cela utilisons
l’identité suivante, valable pour toute fonction g de moyenne nulle :∫ s

0

Pugdu = ZΛ

∫ s

0

Pugdu = Z(g − Psg).

Celle-ci implique que

EπY
2
t = 2

∫ t

0

du1

〈
f,

∫ t−u1

0

Pu2
fdu2

〉
= 2t〈f, Zf〉 − 2

〈
f, Z

∫ t

0

Psfds
〉

= 2t〈f, Zf〉+ 2
〈
f, Z2(Pt − I)f

〉
.

Cette expression de la variance de Yt en fonction de la matrice fondamentale Z
est également valable dans le cas non réversible. Comme ‖Ptf‖ ≤ e−λ1t‖f‖, λ1

désignant la plus petite valeur propre non nulle du symétrisé additif de Λ, nous en
déduisons que la variance asymptotique s’exprime par 2〈f, Zf〉. D’autre part, nous
obtenons l’inégalité suivante :∣∣t−1VarπYt − σ2

∣∣ ≤ 2‖f‖2

λ2
1t

(
e−λ1t + 1

)
,

valable également dans le cas non réversible.
L’objectif de la section 2 était d’obtenir une borne inférieure de la vitesse de

convergence de la probabilité de déviation. Ceci est en général possible pour la
vitesse de convergence en variation totale vers la mesure stationnaire. La théorie
des grandes déviations fournit une borne inférieure de la vitesse asymptotique,
mais les méthodes employées ne paraissent pas pouvoir être adaptées à notre
problème. Malheureusement, le résultat obtenu n’est valable que pour des γ pe-
tits. Signalons que l’objectif de Kolmogorov, en établissant une telle borne pour
les v.a.r. indépendantes, était d’établir une loi du logarithme itéré [49]. Une telle
loi est valable pour certaines châınes de Markov [10], d’où la question d’obtenir ce
résultat par une démarche identique à celle menée par Kolmogorov, ainsi qu’une
vitesse de convergence.



CHAPITRE 3

Châıne de Markov

Les résultats démontrés dans le chapitre précédent sont encore valables pour les
châınes de Markov à espace d’états finis, et s’obtiennent par les mêmes méthodes.
Cependant les calculs sont plus compliqués en raison de la périodicité de la châıne
et nécessitent de distinguer le cas réversible du cas non réversible. L’objet de ce
chapitre consistera donc en l’étude d’une majoration de la quantité

Pq

[
n−1

n∑
i=1

f(Xi)− πf ≥ γ
]
,

où Pq désigne la mesure de la châıne de mesure initiale q. L’inégalité inférieure
obtenue dans le cas d’un processus s’applique également aux châınes de Markov
réversibles. La preuve étant identique, elle ne sera pas reprise dans ce chapitre.
Par contre, la vitesse de convergence vers la loi normale est étudiée en détail, à
l’exception du développement asymptotique.

1. Borne du type Chernoff dans le cas réversible

Nous considèrerons une châıne de Markov (Xn) d’espace d’états G fini de car-
dinal N. Nous supposerons également que cette châıne de Markov est irréductible
et admet une probabilité réversible π. Comme dans le cas précédent, nous nous
placerons dans `2(π) muni du produit scalaire défini par la mesure π ; le noyau de
la châıne de Markov, noté P, agit sur cet espace par la relation

Pf(x) :=
∑
x

P (x, y)f(y).

La châıne étant réversible, le noyau P est autoadjoint et ses valeurs propres sont
réelles. Nous les noterons par

1 = β0 > β1 ≥ · · · ≥ βN−1 ≥ −1.

Le trou spectral du noyau P sera désigné par ε(P ) := 1− β1.

Lemme 1.1. Pour tout r > 0,

Pq

[
n−1

n∑
i=1

f(Xi) ≥ γ
]
≤ e−rnγ

〈
q/π, P (r)n.1

〉
≤ erNq exp

{
−n
(
rγ − log β0

(
P (r)

))}
où P (r)(x, y) = P (x, y)erf(y), et β0(r) désigne la plus grande valeur propre de P (r).

La preuve s’obtient facilement à partir de l’inégalité de Markov et de l’expres-
sion de l’espérance de la somme en fonction de l’opérateur P (r). La dernière ligne
découle de l’inégalité de Cauchy–Schwarz, après avoir noté que P (r) est semblable
à la matrice autoadjointe S(r) =

√
ErP
√
Er, où Er = diag(exp(rf(x)).

Pour obtenir une majoration de β0(P (r)), nous utiliserons également la théorie
des perturbations linéaires. En effet P (r) peut s’interpréter comme une perturbation

47
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de P puisque

P (r) = P +

∞∑
i=1

ri

i!
PDi,

où D a la même signification que dans le cas du temps continu. Donc pour r < r0,
β0(P (r)) admet un développement en série de Taylor

β0(P (r)) = 1 +

∞∑
n=1

β(n)rn.

D’après l’expression (1-(4.28)), r0 est supérieur à ε(P )/3 et les termes β(n) s’expri-
ment par les formules suivantes :

β(n) =

n∑
p=1

(−1)p

p

∑
ν1+···+νp=n
k1+···+kp=p−1
νi≥1, kj≥0

1

ν1! · · · νp!
tr
[
PDν1S(k1) · · ·PDνpS(kp)

]

où S désigne la résolvante réduite de l’opérateur markovien P pour la valeur propre
1 et

S(0) := −π, S(k) := Sk, k > 0.

Pour un p fixé, le p-uplet solution de l’équation k1 + · · ·+kp = p−1 admet tou-
jours une composante nulle. Soit [k1, · · · , kp] la classe d’équivalence de (k1, · · · , kp)
pour la relation introduite dans le cas du temps continu, alors en posant Z = −S
nous obtenons

(1.1) β(n) =

n∑
p=1

∑
ν1+···+νp=n
[0,k1,··· ,kp−1]
νi≥1, kj≥0

1

ν1! · · · νp!
〈
fν1 , Z(k1)PDν2 · · ·Z(kp−1)Pfνp

〉
,

car pour tout opérateur M

tr(πPDν1MDνp) = tr(πDν1MDνp) = 〈fν1 ,Mfνp〉.
Notons que la matrice Z n’est autre que la matrice fondamentale de la châıne de
Markov

Z =

∞∑
n=0

(Pn − π),

avec P 0 := I. L’hypothèse de réversibilité de la châıne de Markov implique que
Z est autoadjoint ; par conséquent, sa norme est identique à sa plus grande valeur
propre, à savoir ε(P )−1. Les deux premiers coefficients du développement en série
de β0(P (r)) s’expriment facilement. Nous obtenons

β(1) = 〈f, 1〉 = 0,

β(2) = (1/2)〈f, f〉+ 〈f, ZPf〉
= 〈f, Zf〉 − (1/2)〈f, f〉,

en utilisant pour la dernière inégalité la relation Z(I−P ) = I−π. Nous montrerons
ultérieurement que β(2) = σ2/2 où σ2 désigne la variance asymptotique, soit

σ2 = lim
n→∞

n−1Eπ

( n∑
i=1

f(Xi)
)2

,

résultat qui est donc analogue à celui obtenu dans le cas du temps continu.
Le nombre de termes de la somme de l’identité (1.1) est

n∑
p=1

(
n− 1

p− 1

)(
2(p− 1)

p− 1

)
1

p
,
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par conséquent une majoration de β(n) est la suivante :

|β(n)| ≤ b2

2n−1

n∑
p=1

(
n− 1

p− 1

)(
2(p− 1)

p− 1

)
1

p

(
2

ε(P )

)p−1

,

≤
(

2

ε(P )

)n−1

b2C(n)

où

C(n) = 21−n
n∑
p=1

(
n− 1

p− 1

)(
2(p− 1)

p− 1

)
1

p
.

Nous avons utilisé d’une part l’inégalité de Chauchy-Schwarz et l’inégalité 1/n! ≤
21−n et d’autre part le fait que ε(P ) ≤ 2.

La majoration (2-(1.11)) donne pour tout n ≥ 3

C(n) < 21−n

{
1 + π−1/2

n−1∑
p=1

(
n− 1

p

)
4p

p+ 1

}

= 21−n
{

1 + π−1/2

(
5n − 1

4n
− 1

)}
≤ 25

8n

(
5

2

)n−2

Pour n ≥ 7, nous avons C(n) ≤ (1/2)(5/2)n−2 ; un calcul direct montre que cette
majoration reste valable pour n = 3, 4, 5, 6. En particulier C(3) = 5/4, C(4) =
15/8, C(5) = 51/16, C(6) = 47/8. Cette majoration de C(n) implique que pour
tout n ≥ 3, β(n) ≤ (b2/5)(5/ε(P ))n−1. Par conséquent

β0(r) ≤ 1 +
b2

ε(P )
r2
(

1− 5r

ε(P )

)−1

≤ exp

{
b2

ε(P )
r2
(

1− 5r

ε(P )

)−1
}
.

La fonction

r −→ γr − b2

ε(P )
r2
(

1− 5r

ε(P )

)−1

atteint son maximum en

r =
γε(P )

b2(1 + 5γ/b2 +
√

1 + 5γ/b2)
<
ε(P )

5
.

Pour cette valeur de r, la dernière inégalité du lemme 1.1 conduit au résultat sui-
vant :

Théorème 1.2. Soit (P, π) un noyau markovien irréductible, réversible, défini
sur un espace d’états G fini. Soit f : G → IR telle que πf = 0, supx |f(x)| ≤ 1 et
0 < ‖f‖2 ≤ b2. Alors pour toute distribution initiale q, tout n > 0 et tout 0 < γ ≤ 1,

(1.2) Pq

[
n−1

n∑
i=1

f(Xi) ≥ γ
]
≤ eε(P )/5Nq exp

[
− nγ2ε(P )

4b2
(
1 + h (5γ/b2)

)],
où ε(P ) = 1− β1 est le trou spectral de P et

h(x) =
1

2

(√
1 + x− (1− x/2)

)
.

En particulier si γ ≤ 2b2/5,

Pq

[
n−1

n∑
i=1

f(Xi) ≥ γ
]
≤ eε(P )/5Nq exp

[
−nγ

2ε(P )

4b2

(
1− 5γ

2b2

)]
,
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si γ > 2b2/5,

Pq

[
n−1

n∑
i=1

f(Xi) ≥ γ
]
≤ eε(P )/5Nq exp

[
−nγε(P )

10

(
1− 2b2

5γ

)]
.

D’autre part si γ � b2 et ε(P ) ∼ 0 nous obtenons une borne asymptotique de l’ordre
de

Nq exp
[
−nγ2ε(P )/(4b2)

]
.

Remarque 1.3. Comme dans le cas du temps continu, la constante b2 peut
être majorée par 1, d’où la majoration suivante indépendante de la variance de f

Pq

[
n−1

n∑
i=1

f(Xi) ≥ γ
]
≤ eε(P )/5Nq exp

[
−nγ

2ε(P )

12

]
.

Remarque 1.4. Le théorème 1.2 appliqué à la fonction −f donne la même
majoration pour la déviation inférieure. Ceci implique l’inégalité suivante :

(1.3) Pq

[∣∣∣n−1
n∑
i=1

f(Xi)
∣∣∣ ≥ γ] ≤ 3Nq exp

[
− nγ2ε(P )

4b2
(
1 + h(5γ/b2)

)].
car ε(P ) ≤ 2.

Preuve de l’identité β(2) = σ2/2 : Pour cela, considérons une base or-
thonormée {ϕi} constituée des fonctions propres du noyau markovien P, associées
respectivement aux valeurs propres βi ; en particulier ϕ0 = 1. Les vecteurs de cette
base satisfont les relations suivantes :

Pϕi = βiϕi

Zϕi = (1− βi)−1ϕi, i > 0

Eπf(X0)f(Xl) = 〈f, P lf〉 =
∑
i≥1

βli〈f, ϕi〉2.

Prouvons la proposition suivante [1][Chap. 4 prop. 29] :

Proposition 1.5. Soit Sn =
∑n
i=1 f(Xi) alors

lim
n→∞

n−1VarπSn = σ2 ≤ 2‖f‖2ε(P )−1,

où

σ2 =
∑
i≥1

〈f, ϕi〉2
1 + βi
1− βi

= 2〈f, Zf〉 − ‖f‖2.

D’autre part pour n > 1

nσ2
(

1− 2

nε(P )

)
≤ VarπSn ≤ nσ2 + ‖f‖2 ≤ 2n‖f‖2

ε(P )
.

Démonstration. Nous avons

n−1VarπSn = ‖f‖2 + 2

n−1∑
l=1

(
1− l

n

)
Eπ [f(X0)f(Xl)]

= ‖f‖2 + 2
∑
i≥1

〈f, ϕi〉2
βi

1− βi
− 2

∑
i≥1

〈f, ϕi〉2
βi(1− βni )

n(1− βi)2
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Le dernier terme de droite tend vers zéro quand n tend vers l’infini, donc n−1VarπSn
converge vers σ2, où

σ2 = ‖f‖2 + 2
∑
i≥1

〈f, ϕi〉2
βi

1− βi
=
∑
i≥1

〈f, ϕi〉2
1 + βi
1− βi

= 2〈f, Zf〉 − ‖f‖2 ≤ 2‖f‖2ε(P )−1

Notons que si βN−1 = −1 et f = ϕN−1 alors σ2 = 0. La majoration de VarπSn−nσ2

découle de l’inégalité

inf
−1≤βi<1

βi(1− βni )

(1− βi)2
≥ −1

2
.

Nous obtenons ainsi pour n > 1,

VarπSn ≤ 2n〈f, Zf〉 − (n− 1)‖f‖2

≤ 2n‖f‖2ε(P )−1

Pour la minoration, nous suivrons la preuve figurant dans [1]. Soit

C := sup
−1≤βi<β1

2βi(1− βni )

(1− βi)(1 + βi)
=

2β1(1− βn1 )

(1− β1)(1 + β1)
≤ 2

1− β1
,

alors

n−1VarπSn = 2
∑
i≥1

〈f, ϕi〉2

1− βi
B(βi, n)

où

B(βi, n) =
1 + βi

2
− βi(1− βni )

n(1− βi)

≥ 1 + βi
2

(
1− C

n

)
≥ 1 + βi

2

(
1− 2

nε(P )

)
,

donc

VarπSn ≥ nσ2
(

1− 2

nε(P )

)
.

Notons également que

σ2 ≥ ‖f‖2 1 + βN−1

1− βN−1
≥ ‖f‖

2

2
(1 + βN−1).

�

1.1. Algorithme de simulation. Supposons que nous voulions estimer la
moyenne π.f :=

∑
x π(x)f(x) d’une fonction f définie sur un ensemble fini G. Une

des méthodes consistera à construire une châıne de Markov réversible de probabilité
stationnaire π (algorithme de Métropolis par exemple), puis de la simuler. Le pro-
blème qui se pose alors est d’estimer le nombre de pas suffisant pour obtenir une
certaine précision. L’idée est de trouver un temps d’arrêt U tel qu’à cet instant,
XU ait pour loi la distribution stationnaire, puis de simuler la châıne à partir de

l’état initial XU . Dans le pire cas, τ
(2)
1 (cf Remarque 1 section 2-(1.2)) est le temps

moyen minimum pour obtenir un échantillon de distribution π.
Plus pratiquement, l’algorithme proposé dans [1][Chap. 4 §4.2] est le suivant :

pour un nombre réel t1 > 0 et un entier n ≥ 1,
– générons une variable aléatoire M(t1) de loi de Poisson de paramètre t1,
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– simulons la châıne Xn pendant M(t1) + n pas,
– calculons

S(t1, n) =

M(t1)+n∑
i=M(t1)+1

f(Xi).

Introduisons pour un processus de Markov Xt, le paramètre de séparation sui-
vant :

s(t) = min {s : Pt(x, y) ≥ (1− s)π(y); pour tout x, y} .
Ce paramètre fournit, dans un certain sens, une borne inférieure à la vitesse de
convergence de P (x, y)/π(y)→ 1. Comme s(·) vérifie la relation s(t+u) ≤ s(t)s(u),

nous pouvons définir le temps τ
(1)
1 suivant [1]

τ
(1)
1 := min{t : s(t) ≤ e−1}.

Nous utiliserons également la notation

τ2 = ε(P )−1 = (1− β1)−1.

La variable aléatoire XM(t1) a pour loi

Px
(
XM(t1) = y

)
=

∞∑
k=0

e−t1
tk1
k!
P k(x, y) = exp

(
−(I − P )t1

)
(x, y),

ce qui permet d’écrire l’identité suivante :

Pq
(
XM(t1) = y

)
=
(
1− s(t1)

)
π(y) + s(t1)ρ(y),

où ρ est une certaine probabilité. Il s’ensuit alors que

Pq
(
|S(t1, n)− π.f | ≥ ‖f‖2γ

)
=
∑
x

q(x)Ex
(
PXM(t1)

(|S(t1, n)− π.f | ≥ ‖f‖2γ))

≤ s(t1) +
(
1− s(t1)

)
Pπ
(
|S(t1, n)− π.f | ≥ ‖f‖2γ

)
≤ s(t1) + Pπ

(
|S(t1, n)− π.f | ≥ ‖f‖2γ

)
La définition de τ

(1)
1 et l’inégalité (1.3) indiquent qu’il suffira de choisir

t1 = τ
(1)
1 log(2/δ), n =

⌈12τ2
γ2

log(6/δ)
⌉
,

pour que le terme de gauche de l’inégalité précédente soit inférieur à δ > 0. Cet
algorithme consiste donc, avant de commencer le calcul de la moyenne empirique,
à simuler la châıne de Markov durant un temps aléatoire de loi de Poisson de
paramètre t1. A la fin de cette phase “dite de chauffage”, les échantillons de la
châıne ont une distribution proche de la mesure invariante π. Plus précisément,
l’objectif cherché est de diminuer la constante Nq qui peut être très grande, mais
égale à 1 lorsque q = π. Une autre méthode consisterait à évaluer le temps

τ = min
{
n : ‖(πn/π)− 1‖2 ≤ 1/e

}
,

où πn est la distribution de Xn pour la mesure initiale q [38]. Dans ce cas Nn =
‖πn/π‖ ≤ (1 + 1/e2)1/2, et

Pq

[∣∣n−1
τ+n∑
i=τ+1

f(Xi)
∣∣ ≥ γ] ≤ 2e−nγ

2ε(P )/12.

Bien entendu, cette méthode suppose la connaissance du noyau P de la châıne
de Markov et de la probabilité π, éventuellement à une constante multiplicative près.

Cette connaissance permet alors d’estimer ε(P ) et τ
(1)
1 ; se reporter par exemple à

[15] pour le cas des algorithmes de Metropolis.
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Remarque 1.6. En combinant les lemmes 11, 12 et 23 dans [1] et l’inégalité
(2-(1.27)) nous obtenons la double inégalité suivante :

e− 1

2e
τ2 ≤ τ (1)

1 ≤ 4τ2
(
1 +

1

2
log

1

π∗

)
.

1.2. Borne inférieure. Par une démonstration analogue à celle utilisée pour
un processus markovien, nous obtenons le résultat suivant :

Théorème 1.7. Soit (P, π) un noyau markovien irréductible et réversible. Soit
f : G → IR telle que ‖f‖∞ ≤ a, π.f = 0 et σ2 > 0. Pour tout λ > 0, il existe
des constantes k(λ) (assez petite) et K(λ) (assez grande) telles que : si γ/a ≤
k(λ)

( ε(P )σ2

2a2

)3
et n ≥ K(λ)

(
σ
γ

)2
, alors

Pπ(n−1Sn ≥ γ) ≥ π∗
2

exp

{
−n γ2

2σ2
(1 + λ)

}
,

où π∗ := minx π(x). En particulier, k(6) = 1, 810−6.

2. Borne du type Chernoff dans le cas non réversible

Considérons à présent une châıne de Markov (Xn) d’espace d’états fini, mais
non nécessairement réversible. Le noyau P n’étant plus autoadjoint, nous utiliserons
son symétrisé multiplicatif

K := P ∗P,

où P ∗ désigne l’adjoint de P dans `2(π). Nous supposerons que le noyau K est
également irrédutible ; ainsi ses valeurs propres réelles seront de la forme :

1 = β0 > β1 ≥ · · · ≥ βN−1 ≥ 0.

Nous voulons démontrer le théorème suivant qui est l’analogue au théorème 2-(1.2)

Théorème 2.1. Soit (P, π) un noyau markovien irréductible défini sur un es-
pace d’états fini tel que son symétrisé multiplicatif soit irréductible. Soit f : G→ IR
telle que πf = 0, supx |f(x)| ≤ 1 et 0 < ‖f‖2 ≤ b2. Alors pour toute distribution
initiale q, tout n > 0 et tout 0 < γ ≤ 1,

(2.1) Pq

[
n−1

n∑
i=1

f(Xi) ≥ γ
]
≤ Nq exp

[
− nγ2ε(K)

8b2
(
1 + h(5γ/b2)

)],
où ε(K) = 1− β1 est le trou spectral de K et

h(x) =
1

2

(√
1 + x− (1− x/2)

)
.

En particulier si γ ≤ 2b2/5,

Pq

[
n−1

n∑
i=1

f(Xi) ≥ γ
]
≤ Nq exp

[
−nγ

2ε(K)

8b2

(
1− 5γ

2b2

)]
,

et pour γ > 2b2/5,

Pq

[
n−1

n∑
i=1

f(Xi) ≥ γ
]
≤ Nq exp

[
−nγε(K)

20

(
1− 2b2

5γ

)]
.

D’autre part si γ � b2 nous obtenons une borne asymptotique de l’ordre de

Nq exp
[
−nγ2ε(K)/(8b2)

]
.

Preuve du théorème 2.1. Le point de départ de la preuve est le lemme
suivant
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Lemme 2.2. Pour tout r > 0

(2.2) Pq
[
n−1Sn ≥ γ

]
≤ e−rnγNqβ0(r)n/2,

où β0(r) désigne la plus grande valeur propre de l’opérateur K(r) = P ∗(r)P (r)

Démonstration. De façon identique au cas réversible, nous avons

Pq
[
n−1Sn ≥ γ

]
≤ e−rnγNq‖P (r)n‖2→2

= e−rnγNq‖P ((r)∗)nP (r)n‖1/22→2

= e−rnγNq

√
β0,n(r),

où β0,n désigne la plus grande valeur propre de P
(
(r)∗

)n
P (r)n. Nous pouvons

conclure grâce au théorème de Marcus [40][9.H.2a] qui stipule que β0,n(r) ≤ β0(r)n.
�

L’opérateur K(r) peut s’interpréter comme une perturbation linéaire de K car

(2.3) K(r) = K +
∞∑
i=1

ri
( i∑
j=0

1

j!(i− j)!
DjKDi−j

)
.

Nous en déduisons l’expression suivante des coefficients β(n) du développement en
série de Taylor de β0(r)

β(n) =

n∑
p=1

(−1)p

p

∑
ν1+···+νp=n
k1+···+kp=p−1
νi≥1, kj≥0

tr
[
T ν1S(k1) · · ·T νpS(kp)

]
,

où

T (k) =

k∑
j=0

1

j!(k − j)!
DjKDk−j .

Pour un p fixé, le p-uplet solution de l’équation k1 + · · · + kp = p − 1 admet
toujours une composante nulle, d’où l’expression suivante avec Z = −S :

β(n) =

n∑
p=1

∑
ν1+···+νp=n
[0,k1,··· ,kp−1]
νi≥1, kj≥0

( ν1∑
j1=0

· · ·
νp∑
jp=0

1

j1! · · · jp!(ν1 − j1)! · · · (νp − jp)!
(2.4)

〈
f j1 ,KD(ν1−j1)Z(k1)Dj2KD(ν2−j2) · · ·Z(kp−1)DjpKf (νp−jp)

〉)
,(2.5)

En particulier,

β(1) = 0

β(2) = ‖f‖2 + 2〈f, ZKf〉+ 〈f, Zf〉+ 〈f,KZKf〉+ 〈f,Kf〉
= ‖f‖2 + 〈f, Zf〉+ 3〈f, ZKf〉
= 4〈f, Zf〉 − 2‖f‖2,

la dernière inégalité étant obtenue par l’identité Z(I −K) = I − π.
Majoration des β(n) : Notons d’abord que si j1 = 0, le terme figurant sous

le signe somme devient

〈fν1 , Z(k1)Dj2KD(ν2−j2) · · ·Z(kp−1)DjpKf (νp−jp)〉,
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où ν1 ≥ 1. Il en est de même pour jp ; par conséquent l’inégalité de Cauchy–Schwarz
conduit aux inégalités suivantes :

|β(n)| ≤ ‖f‖2
n∑
p=1

ε(K)1−p

p

∑
ν1+···+νp=n
k1+···+kp=p−1
νi≥1, kj≥0

ν1∑
j1=0

· · ·
νp∑
jp=0

1

j1! · · · jp!(ν1 − j1)! · · · (νp − jp)!

= ‖f‖2
n∑
p=1

1

ε(K)p−1

1

p

∑
ν1+···+νp=n
k1+···+kp=p−1
νi≥1, kj≥0

2ν1+···νp

ν1! · · · νp!

= 2n‖f‖2
n∑
p=1

1

ε(K)p−1

1

p

∑
ν1+···+νp=n
k1+···+kp=p−1
νi≥1, kj≥0

1

ν1! · · · νp!
.

Il apparâıt un terme identique à celui obtenu dans le cas réversible, au facteur 2n

près. Ceci conduit à la majoration suivante :

β(n) ≤ 2b2
( 4

ε(K)

)n−1

C(n)

≤ 2b2

5

( 10

ε(K)

)n−1

,

d’où

β0(r) ≤ 1 +
4b2

ε(K)
r2
(

1− 10r

ε(K)

)−1

.

La fonction

r −→ γr − 2b2

ε(K)
r2
(

1− 10r

ε(K)

)−1

atteint son maximum en

r =
γε(K)

2b2
(
1 + 5γ/b2 +

√
1 + 5γ/b2

) ,
d’où la majoration désirée en portant cette valeur dans (2.2). �

Remarque 2.3. Que peut-on dire de la vitesse de convergence lorsque le
noyau K n’est pas irréductible ? L’introduction du symétrisé multiplicatif n’est
pas nécessaire dans le cas d’un processus markovien ; par conséquent remplacer la
châıne par une version continue permettrait de s’affranchir du problème. Pour cela
posons

Zt = XN(t),

où N(t) désigne une v.a.r. indépendante de la châıne (Xn) et de loi de Poisson
de paramètre 1. Le processus (Zt, t ≥ 0) est markovien de générateur infinitésimal
−(I − P ). Le théorème 2-(1.1) fournit une majoration de la vitesse de convergence
en fonction du trou spectral du symétrisé additif.

Les valeurs propres de P étant rangées dans l’ordre décroissant suivant :

1 > Re(β1) ≥ · · · ≥ Re(βN−1),

nous avons les inégalités [40][Ch.9 Sect.F]

Re(β1) ≤ β1

(P + P ∗

2

)
≤ β1(P ∗P )1/2.

Néanmoins, je ne connais aucun résultat sur le lien direct entre les vitesses de
convergence de ces deux processus.
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Remarque 2.4. Soit ρ(r) la valeur propre positive, maximale en module de la
matrice P (r), dont l’existence découle du théorème de Perron-Frobenius. D’après
[13][théorème 3.1.2], le logarithme de cette valeur propre vérifie la relation suivante :

log ρ(r) = lim
n→∞

n−1 logEq exp(rSn),

identité valable pour toute distribution initiale q.
L’application du théorème de Gärtner-Ellis aux châınes de Markov à espace

d’états fini [13][§3.1] conduit au principe des grandes déviations pour n−1Sn, avec
pour fonction de taux

I(x) = sup
r≥0
{rx− log ρ(r)}.

3. Borne du type Berry–Esséen

Comme dans le cas du temps continu, il est possible d’obtenir une borne du type
Berry–Esséen pour les châınes de Markov en temps discret. Les étapes de la preuve
seront identiques à celles utilisées dans le cas du temps continu. Les techniques de
majorations s’inspireront de la preuve de B. Mann [39], excepté pour les estimations
de la valeur propre perturbée β0(ω) et de ‖1−u(ω)‖, où u(ω) est un vecteur propre
de P (ω) associé à la valeur propre β0(ω).

3.1. Cas réversible : Supposons dans un premier temps la châıne de Markov
réversible, nous allons prouver le théorème suivant :

Théorème 3.1. Soit (P, π) un noyau markovien irréductible, réversible, défini
sur un espace d’états G fini. Soit f : G → IR telle que πf = 0, supx |f(x)| ≤ a et
σ > 0. Alors pour toute distribution initiale q, tout n > 0∣∣∣Pq{ 1

σ
√
n

n∑
i=1

f(Xi) ≤ x
}
− Φ(x)

∣∣∣ ≤ Nq 159a‖f‖2

σ3ε(P )2
n−1/2,

où Φ(x) est la fonction de répartition de la loi normale et ε(P ) le trou spectral de
l’opérateur P.

Démonstration. Pour simplifier les notations, posons Sn =
∑n
i=1 f(Xi) et

désignons P ( iω
σn1/2 ), β0( iω

σn1/2 ) et Eq exp
(

iω
σn1/2Sn

)
respectivement par P (ω), β0(ω)

et ϕq(ω). La preuve consistera à majorer
∣∣Eq exp

(
iω

σn1/2Sn
)
−e−ω2/2

∣∣, puis à utiliser
l’inégalité (1-(3.2)), qui s’exprime ici sous la forme

(3.1)
∣∣∣Pq{ Sn

σ
√
n
≤ x

}
− Φ(x)

∣∣∣ ≤ 1

π

∫ W

−W

∣∣ϕq(ω)− e−ω2/2
∣∣

|ω|
dω +

24

π
√

2πW
.

.
Les estimations obtenues dans la section précédente conduisent à la majoration

suivante : ∣∣∣∣β0(ω)− (1− ω2

2n
)

∣∣∣∣ ≤ 5a‖f‖2|ω|3

σ3n3/2ε(P )2

(
1− 5a|ω|

σn1/2ε(P )

)−1

.

D’après le théorème de la valeur moyenne, nous avons∣∣∣∣βn0 (ω)− (1− ω2

2n
)n
∣∣∣∣ ≤ nθn−1

∣∣∣∣β0(ω)− (1− ω2

2n
)

∣∣∣∣ ,
où θ est compris entre β0(ω) et 1− ω2/2n. Choisissons ω de telle façon que

5a‖f‖2|ω|3

σ3n3/2ε(P )2

(
1− 5a|ω|

σn1/2ε(P )

)−1

≤ ω2

4n
.
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D’après l’inégalité ε(P )σ2 ≤ 2‖f‖2, il suffira que

(3.2) |ω| ≤ ε(P )2σ3
√
n

30a‖f‖2
≤ ε(P )σ

√
n

15a
.

β0(ω) est alors majoré par 1− ω2/4n, d’où l’inégalité

(3.3)

∣∣∣∣βn0 (ω)− (1− ω2

2n
)n
∣∣∣∣ ≤ (1− ω2

4n

)n−1
15a‖f‖2|ω|3

2σ3n1/2ε(P )2
.

Pour obtenir une majoration de
∣∣∣βn0 (ω)− e−ω2/2

∣∣∣ , nous avons besoin du lemme

suivant dont la démonstration figure dans [39][lemme 3.4]

Lemme 3.2. Pour tout 0 < y < n/2,∣∣∣e−y − (1− y

n

)n∣∣∣ ≤ y2

n
e−y,(

1− y

n

)n−1

≤ e−y/2, n ≥ 1.

D’après la condition (3.2), ω2 ≤ 2nε(P )/152 ≤ n. Par conséquent, la première
inégalité du lemme 3.2 conduit, pour y = ω2/2, à la majoration :∣∣∣∣(1− ω2

2n
)n − e−ω

2/2

∣∣∣∣ ≤ ω4

4n
e−ω

2/2 ≤ |ω|
3

4
√
n
e−ω

2/2,

tandis que la deuxième inégalité du même lemme appliquée à (3.3) donne∣∣∣∣βn0 (ω)− (1− ω2

2n
)n
∣∣∣∣ ≤ 15a‖f‖2|ω|3

2σ3n1/2ε(P )2
e−ω

2/8.

Nous en déduisons alors les inégalités∣∣∣βn0 (ω)− e−ω
2/2
∣∣∣ ≤ e−ω2/8 |ω|3√

n

(
1

4
+

15a‖f‖2

2σ3ε(P )2

)
≤ e−ω

2/8 9a‖f‖2|ω|3

ε(P )2σ3
√
n
,(3.4)

où nous avons utilisé pour la dernière ligne, les inégalités σ2ε(P ) ≤ 2‖f‖2, ε(P ) ≤ 2
et ‖f‖ ≤ a.

Soit u(ω) le vecteur propre de P (ω) associé à la valeur propre β0(ω) et nor-
malisé par la condition 〈1, u(ω)〉π = 1. L’inégalité 1-(4.24) permet d’obtenir une
majoration de ‖1− u(ω)‖. En effet, prenons

Φ2(|χ|) = ‖Z‖(ea|χ| − 1), Φ3(|χ|) = ea|χ| − 1, Ψ(|χ|) = β0(|χ|)− 1

et utilisons les inégalités a|ω|/(ε(P )σn1/2) ≤ 1/15 et ex − 1 ≤ 4x/3 pour x ≤ 1/2.
Nous obtenons après quelques calculs :

‖1− u(ω)‖ ≤ 3a|ω|
2ε(P )σ

√
n
.

D’autre part, notons que la matrice P (ω) n’est plus semblable à une matrice
symétrique ; le paramètre de perturbation étant complexe. Cependant,

P (ω) = Eiω/2
(
E−iω/2PEiω/2

)
Eiω/2 := Eiω/2S(ω)Eiω/2,

où S(ω) est autoadjointe dans `2(π). Nous en déduisons que ‖P (ω)‖ ≤ |β0,S(ω)| ;
β0,S(ω) désignant le rayon spectral de S(ω). Or, en raison de la continuité des va-
leurs propres perturbées, pour ω assez petit, β0,S(ω) n’est autre que la perturbation
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de la valeur propre 1 de P. Une estimation de celle-ci peut donc s’obtenir à partir
des techniques du chapitre 1, appliquées à l’opérateur

S(ω) = P +

∞∑
l=1

(
iω

2σn1/2

)l l∑
j=0

(−1)j

j!(l − j)!
DjPDl−j .

En particulier, nous en déduisons l’inégalité suivante :∣∣∣∣β0,S(ω)− (1− ω2

2n
)

∣∣∣∣ ≤ 5a‖f‖2|ω|3

σ3n3/2ε(P )2

(
1− 5a|ω|

σn1/2ε(P )

)−1

,

identique à celle obtenue, ci-dessus, pour β0(ω).
Nous pouvons ainsi écrire∣∣ϕq(ω)− βn0 (ω)

∣∣ ≤ |〈q/π, Pn(ω)1− βn0 (ω)1〉|
≤ Nq‖1− u(ω)‖

(
|βn0 (ω)|+ |β0,S(ω)|

)
≤ 3Nqe

−ω2/4 a|ω|
ε(P )σ

√
n
,

où nous avons utilisé dans la dernière ligne, l’inégalité |βn0 (ω)| ≤ (1 − ω2/4n)n ≤
e−ω

2/4.
Les résultats obtenus impliquent les inégalités suivantes :∣∣ϕq(ω)− e−ω

2/2
∣∣ ≤ ∣∣ϕq(ω)− βn0 (ω)

∣∣+
∣∣βn0 (ω)− e−ω

2/2
∣∣

≤ 3Nq
a‖f‖2

ε(P )2σ3
√
n
e−ω

2/8

(
3|ω|3 +

ε(P )σ2

‖f‖2
|ω|
)

≤ 3Nq
a‖f‖2

ε(P )2σ3
√
n
e−ω

2/8
(
3|ω|3 + 2|ω|

)
.(3.5)

Il est maintenant possible de conclure la preuve du théorème 3.1, par combi-
naison des inégalités (3.13) dans [23][p. 538] et (3.5) avec

W =
ε(P )2σ3

√
n

30a‖f‖2
.

�

3.2. Cas non réversible : Dans le cas non réversible, une démarche identique
fournit l’inégalité suivante :∣∣βn0 (ω)− e−ω

2/2
∣∣ ≤ e−ω2/8 9a‖f‖2|ω|3‖Z‖2

σ3n1/2
,

à condition de supposer que

(3.6) |ω| ≤ σ3n1/2

30a‖f‖2‖Z‖2
.

Nous avons d’autre part les relations∣∣ϕq(ω)− βn0 (ω)
∣∣ ≤ Nq‖1− u(ω)‖βn0 (ω) +Nq‖Pn(ω)(1− u(ω))‖.

Or pour tout x, y |K(ω)(x, y)| ≤ K(x, y) ; comme d’autre part 1− u(ω) est centré
pour la probabilité π, nous en déduisons que

‖Pn(ω)(1− u(ω))‖ ≤ β1(K)n/2‖1− u(ω)‖,
d’où∣∣ϕq(ω)−e−ω

2/2
∣∣ ≤ Nqe−ω2/8 3a|ω|‖Z‖2‖f‖2

σ3n1/2

(
1+3|ω|2

)
+Nq

3a|ω|‖Z‖2‖f‖2

σ3n1/2
β1(K)n/2.



4. COMPLÉMENTS 59

Le trou spectral du noyau K, que nous supposerons irréductible, vérifie la re-
lation

ε(K) = inf
{〈

(I −K)g, g
〉
, π.g = 0, ‖g‖ = 1

}
.

Ceci implique que ‖Pg‖ ≤
√
β1(K) := µ, d’où ‖Z‖ ≤ (1−µ)−1. Or ε(K) = 1−µ2 ≤

2(1− µ), par conséquent

(3.7) ‖Z‖ ≤ 2

ε(K)

Appliquons alors l’inégalité (3.1) avec

W =
σ3ε(K)2n1/2

120a‖f‖2
,

pour obtenir le résultat suivant :

Théorème 3.3. Soit (P, π) un noyau markovien irréductible défini sur un
espace d’états fini, tel que son symétrisé multiplicatif K soit irréductible. Soit
f : G → IR telle que πf = 0, supx |f(x)| ≤ a et σ > 0. Alors pour toute dis-
tribution initiale q, tout n > 0∣∣∣Pq{ 1

σ
√
n

n∑
i=1

f(Xi) ≤ x
}
− Φ(x)

∣∣∣ ≤ Nq 615a‖f‖2

σ3ε(K)2
n−1/2 +

Nq
5π

(1− ε(K))n/2,

où Φ(x) est la fonction de répartition de la loi normale et ε(K) le trou spectral de
l’opérateur K.

Remarque 3.4. La borne obtenue par B. Mann s’applique au cas d’une châıne
de Markov dénombrable satisfaisant à la condition

β := sup

{
‖Pg‖
‖g‖

;π.g = 0

}
< 1.

Or ‖Pg‖ = 〈Kg, g〉1/2 ≤
√
β1(K)‖g‖, par conséquent µ < β. Puisque ε(K) ≥ 0,

nous en déduisons que ε(K) > (1− β).

4. Compléments

Les estimations exponentielles pour la distribution d’une somme de v.a.r indépendantes
ont été largement étudiées ; se reporter par exemple aux §4,5 du chap. III dans [45]
pour un aperçu des principaux résultats. L’inégalité de Bennett [5] permet d’obtenir
le comportement Gaussien et Poissonien ; elle stipule que pour une suite X1, · · ·Xn

de v.a.r. indépendantes centrées et bornées par a > 0, alors pour tout 0 < γ < a

P (Sn ≥ nγ) ≤ exp

{
−nσ̄

2

a2
h
(aγ
σ̄2

)}
,

où h(x) = (1 + x) log(1 + x) − x et σ̄2 = n−1
∑n
i=1EX

2
i . Or pour tout x > 0,

log(1 + x) ≥ x − x2/2. D’où h(x) ≥ x2(1 − x)/2, et la majoration suivante pour
γ ≤ σ̄2/a :

P (Sn ≥ nγ) ≤ exp

{
−nγ

2

2σ̄2

(
1− aγ

σ̄2

)}
.

D’autre part, pour x > 1, h(x) ≥ x log x− x, d’où pour γ ≥ σ̄2/a,

P (Sn ≥ nγ) ≤ exp

{
−nγ
a

(
log

(
aγ

σ̄2

)
− 1
)}

.

Question : Peut-on obtenir une inégalité du type de Bennett pour les châınes
de Markov ? Soit encore, avec les hypothèses du théorème 1.2, avons nous l’inégalité

Pq(Sn ≥ nγ) ≤ CNq exp

{
− nσ2

‖f‖2∞
h
(‖f‖∞γ

σ2

)}
?
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Heuristiquement, soient x ∈ G fixé et T (x) = inf{n > 0 : Xn = x}, le premier
temps de retour en x. Supposons la châıne de Markov apériodique, telle que X0 = x,
et considérons

Sn =

Tn(x)−1∑
i=0

f(Xi) =

n∑
k=1

Tk(x)−1∑
i=Tk−1(x)

f(Xi) :=

n∑
k=1

Yk(x),

où les Tn(x) désignent les temps de retour successifs en x et T0(x) = 0, par conven-
tion. Les Yk(x) sont des variables aléatoires i.i.d., dont les deux premiers moments
s’expriment par :

ExYk(x) = π(x)−1π.f, VarxYk(x) = π(x)−1σ2,

(ceci peut s’obtenir en particulier par le théorème 3.5 et la proposition 4.6 (iii)
dans [46]). Notons que les identités précédentes sont encore valables pour toute
distribution initiale de la châıne, à condition de supposer k ≥ 2. La châıne de
Markov étant récurrente, T (x) est p.s. finie. L’inégalité de Bennett s’applique et
nous obtenons, pour f de moyenne nulle, la majoration suivante :

Px(Sn ≥ nγ) ≤ Px(T (x) ≥ π(x)−1/2) + exp

{
− nσ2

‖f‖2∞
h
(‖f‖∞γ

σ2

)}
.

De la même façon,
√
π(x)Sn/(σ

√
n) converge en loi vers une gaussienne stan-

dard, et si E|Sn|3 < ∞, l’inégalité de Berry–Esséen pour les v.a.r. i.i.d. donne
[9] :

sup
t

∣∣∣∣Pq[
√
π(x)Sn
σ
√
n

≤ t
]
− Φ(t)

∣∣∣∣ ≤ CEq|Sn|3

Varq[Sn]3/2
√
n

≤ C‖f‖3∞π(x)3/2E[T (x)3]

σ3
√
n

où C ≤ 0, 7915. Ce résultat, nous permet d’envisager une éventuelle amélioration
de la constante numérique présente dans la borne obtenue au théorème 3.1.

Signalons les travaux de E. Bolthausen sur la borne du type Berry–Esséen
pour les châınes de Markov à espace d’états dénombrable [6]. Il obtient le résultat
suivant. Soient x un état quelconque, Tx = inf{n ≥ 0 : Xn = x} et τ le temps de
récurrence entre deux passages successifs par x ; si

Ex
(
τ3
)
<∞ Ex

( τ∑
i=1

|f |(Xi)
)3

<∞,

Eq(Tx) <∞ Eq

( Tx∑
i=1

|f |(Xi)
)
<∞,

alors,

sup
n

∣∣∣∣Pq( √ασn1/2

n∑
i=1

(f(Xi)− πf) ≤ t
)
− Φ(t)

∣∣∣∣ = O(n−1/2),

où α := Exτ, et σ2 := Ex

(∑τ
i=1(f(Xi)− πf)

)2

> 0.



Deuxième partie

Espace d’états quelconque





CHAPITRE 4

Perturbation des opérateurs linéaires

Pour étendre aux processus markoviens à espace d’états quelconque, les bornes
obtenues précédemment, la solution la plus rapide sera d’étudier sous quelles condi-
tions étendre au cas d’un espace quelconque, les techniques de perturbation des
opérateurs linéaires en dimension finie. Lors de l’estimation des coefficients du
développement en série d’une valeur propre perturbée simple, le rôle primordial
joué par la distance entre la valeur propre non perturbée et son complémentaire
dans le spectre, nous conduit à une première condition ; la valeur propre non per-
turbée devra être isolée. Ceci n’est pas vrai en général pour un opérateur linéaire
défini sur un espace quelconque. Une deuxième condition provient des estimations
elles-mêmes, puisqu’elles font appel à la trace d’un produit d’opérateurs dans le-
quel figure toujours le projecteur propre associé à la valeur propre non perturbée
(cf I-(4.13)). Il faudra donc pouvoir définir la trace de tels opérateurs ; un moyen
étant que le projecteur propre soit de rang fini et il en sera alors de même pour
les opérateurs intervenant dans les diverses estimations. Signalons que la dernière
hypothèse est naturelle pour une châıne de Markov ergodique, lorsque la valeur
propre simple considérée est λ = 1. La première correspond à la notion de trou
spectral.

L’objectif de ce chapitre consistera à préciser ces notions et à prouver que
les hypothèses intuitives, énoncées ci-dessus, suffisent pour étendre les résultats
du chapitre 1 aux opérateurs linéaires définis sur un espace de Banach général.
Nous introduirons également la notion d’opérateurs fermés, car nous aborderons
la perturbation du générateur infinitésimal d’un semi-groupe. Ceci nous sera utile,
lorsque nous étudierons le cas d’un processus markovien.

Les résultats présentés dans ce chapitre proviennent presque exclusivement du
livre de Kato [34].

1. Opérateurs fermés

1.1. Définitions. Soient X et Y des espaces de Banach et T un opérateur
linéaire de X dans Y. Comme T n’est pas nécessairement défini sur tout l’espace
X, on désignera par D(T ) le sous-espace vectoriel sur lequel il est défini ; il sera
appelé domaine de définition, ou simplement domaine de T. Son image sera notée
R(T ). Si S et T sont deux opérateurs linéaires de X dans Y tels que D(S) ⊂ D(T )
et Su = Tu pour tout u ∈ D(S), alors T sera appelé une extension de S et S une
restriction de T. Cette relation sera notée T ⊃ S ou S ⊂ T.

Pour tout sous-ensemble M de X, l’image de M ∩D(T ) sera notée TM ; pour
tout sous-ensemble M ′ de Y, l’image inverse T−1M ′ sera l’ensemble des vecteurs
u ∈ D(T ) tels que Tu ∈ M ′. Si l’opérateur T est bijectif, ce qui est équivalent à
Tu = 0 implique que u = 0, l’opérateur inverse T−1 est défini par

D(T−1) = R(T ), R(T−1) = D(T )

T−1(Tu) = u, u ∈ D(T ), T (T−1v) = v, v ∈ R(T ).

63
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Nous noterons dans la suite par B(X,Y ) l’espace de Banach des opérateurs
linéaires bornés définis sur tout X (donc D(T ) = X) à valeurs dans Y. Ce sont des
opérateurs continus ; la continuité en u0 ∈ D(T ) étant définie pour un opérateur
linéaire T par la condition suivante : si pour toute suite un ∈ D(T ) telle que
‖un − u0‖ → 0 alors ‖Tun − Tu0‖ → 0.

Un opérateur P ∈ B(X) := B(X,X) idempotent (P 2 = P ) est appelé projec-
teur. Nous avons alors la décomposition

X = M ⊕N,
où M = PX et N = (I − P )X. Les sous-espaces vectoriels M et N sont fermés
dans X. De façon réciproque, une décomposition de X en somme directe de deux
sous-espaces vectoriels fermés M et N permet de définir le projecteur P sur M
parallèlement à N. P est un opérateur borné (voir ci-dessous).

Parmi les opérateurs non bornés, il existe une classe importante pour les ap-
plications, à savoir celle des opérateurs fermés. Soit T un opérateur de X dans Y,
une suite un ∈ D sera dite T−convergente vers u ∈ X si {un} et {Tun} sont des
suites de Cauchy et que un → u ; nous noterons cette condition par un →

T
u. T

sera dit fermé si un →
T
u implique que u ∈ D(T ) et Tu = limTun ; soit encore

si pour tout suite un ∈ D(T ), telle que un → u et Tun → v, alors u appartient
à D(T ) et Tu = v. La différence entre un opérateur fermé et un opérateur borné
est la suivante : si T est borné alors l’existence d’une suite un ∈ D(T ) convergente
implique l’existence de limTun, tandis que si T est seulement fermé la convergence
de la suite un ∈ D(T ) n’implique pas en général la convergence de la suite Tun.
Cependant si T est fermé et si un ∈ D(T ) et vn ∈ D(T ) sont deux suites qui
convergent vers la même limite, alors les suites Tun et Tvn ne peuvent converger
vers des limites différentes. Désignons par C(X,Y ) (resp. C(X)) le sous-espace des
opérateurs fermés de X dans Y (resp. de X dans X). Notons qu’un opérateur borné
est fermé si et seulement si D(T ) est fermé dans X car la continuité de T implique
que Tu = v. En particulier tout T ∈ B(X,Y ) est fermé.

La propriété pour un opérateur T d’être fermé peut se traduire par une propriété
sur le graphe de T. Pour cela considérons l’espace produit X×Y muni de la norme

‖(u, v)‖ =
(
‖u‖2 + ‖v‖2

)1/2
; cet espace est un espace de Banach. Le graphe G(T )

d’un opérateur T de X dans Y est le sous-ensemble des (u, Tu) pour tout u ∈ D(T ).
G(T ) est un sous-espace vectoriel de X×Y. Nous avons alors la propriété que T est
un opérateur fermé si et seulement si G(T ) est un sous-espace fermé de X × Y ; en
effet T est fermé si et seulement si (un, Tun) est une suite de Cauchy dans X × Y.
Le théorème suivant [34][th. III-5.20] énonce une condition suffisante pour qu’un
opérateur fermé soit borné.

Théorème 1.1. Un opérateur fermé T de X dans Y de domaine X est borné.
Autrement dit, T ∈ C(X,Y ) et D(T ) = X impliquent que T ∈ B(X,Y ).

Comme application de ce théorème citons la preuve qu’un projecteur P sur M
parallèlement à N est borné, en prouvant que P est fermé [34][p.167].

1.1.1. Commutativité et décomposition. Deux opérateurs S, T ∈ B(X) com-
mutent si ST = TS. En raison des domaines respectifs de chaque opérateur, cette
définition ne peut pas être prolongée facilement aux opérateurs non bornés. Une ex-
tension partielle est la suivante : un opérateur T dans X commute avec un opérateur
A ∈ B(X) si

AT ⊂ TA.
Cela signifie donc que dès que u ∈ D(T ), Au appartient à D(T ) et TAu = ATu.
De la même façon la notion de sous-espace M invariant par T (i.e TM ⊂ M)
est difficile à étendre car il se peut que M ∩ D(T ) = 0. Cependant la notion de
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décomposition de T par deux sous-espaces M et N supplémentaires l’un de l’autre
peut être étendue. T sera dit décomposable selon X = M ⊕N si

PD(T ) ⊂ D(T ), TM ⊂M, TN ⊂ N,

où P est le projecteur sur M parallèlement à N. Cette définition est équivalente à la
condition que T commute avec P. Lorsque T se décompose comme précédemment,
nous pouvons définir les restrictions TM et TN de l’opérateur T dans M et N. TM
est alors un opérateur linéaire dans l’espace de Banach M avec D(TM ) = D(T )∩M,
tel que TMu = Tu ∈ M. Si T est fermé, il en sera de même de TM et de TN , car
G(TM ) est l’intersection de G(T ) avec l’ensemble fermé M ×M.

1.1.2. Résolvante et spectre. Supposons que T ∈ C(X), il en sera alors de même
pour T − ζ pour tout ζ ∈ /C. Si T − ζ est inversible avec

R(ζ) = R(ζ, T ) = (T − ζ)−1 ∈ B(X),

nous dirons que ζ appartient à l’ensemble résolvant de T (noté P (T )). La fonction
R(ζ) a valeurs dans B(X) est la résolvante de T. Ainsi pour tout ζ ∈ P (T ), R(ζ)
a pour domaine l’espace X et pour image D(T ). La résolvante vérifie l’équation
suivante valable pour tout ζ1, ζ2 dans P (T ) :

(1.1) R(ζ1)−R(ζ2) = (ζ1 − ζ2)R(η1)R(ζ2).

La résolvante d’un opérateur linéaire possède les propriétés suivantes [34][th. 6.5 et
6.7] :

Théorème 1.2. Supposons que P (T ) soit non vide. Pour que T commute avec
A ∈ B(X), il est nécessaire que

R(ζ)A = AR(ζ),

pour tout ζ ∈ P (T ), et il est suffisant que l’égalité ci-dessus soit vérifiée pour au
moins un ζ ∈ P (T ).

L’équation (1.1) conduit à la même série de Neumann que celle obtenue dans
le cas de la dimension finie

R(ζ) =

∞∑
n=0

(ζ − ζ0)nR(ζ0)n+1,

[34][p.173-174]. Ceci conduit au théorème suivant :

Théorème 1.3. P (T ) est un ensemble ouvert du plan complexe, pouvant être
non connexe. R(ζ) est holomorphe sur chaque composante connexe de P (T ), et
ne peut pas être prolongé analytiquement à travers les frontières des composantes
connexes.

Le complémentaire de P (T ) dans /C sera appelé le spectre de T et noté Σ(T ).
Σ(T ) peut être vide ou égal à /C. Le théorème suivant [34][th. 6.13] caractérise la
résolvante en l’infini :

Théorème 1.4. Soit T ∈ C(X), tel que P (T ) contienne l’extérieur d’un cercle.
Alors seules deux alternatives sont possibles :

– T ∈ B(X);R(ζ) est holomorphe au point ζ =∞ et R(∞) = 0.
– R(ζ) a une singularité essentielle au point ζ =∞.

Il sera donc naturel d’inclure le point ζ = ∞ dans l’ensemble résolvant de
T ou dans son spectre, selon que T ∈ B(X) ou non. Nous désignerons alors res-

pectivement par P̃ (T ) et Σ̃(T ) l’ensemble résolvant étendu et le spectre étendu
de T. Comme un opérateur T ∈ B(X) a son spectre inclus dans le cercle centré
en l’origine et de rayon ‖T‖, le théorème 1.4 s’applique et par conséquent le point



66 4. PERTURBATION DES OPÉRATEURS LINÉAIRES

ζ =∞ ∈ P̃ (T ) si et seulement si T ∈ B(X). Donc un opérateur non borné aura tou-
jours le point à l’infini dans son spectre étendu ; si ce point est isolé dans le spectre
étendu, cela sera alors une singularité essentielle de R(ζ). Si dimX <∞, les points
du spectre sont des pôles de la résolvante, qui est donc une fonction méromorphe
sur /C. Dans le cas de la dimension infinie, les points du spectre d’un opérateur,
même borné, peuvent être essentiels ; par exemple l’opérateur de translation sur `p

défini par Tx1 = 0, Txn = xn−1(n ≥ 2) est borné et de spectre le disque unité.
Cependant dans le cas des opérateurs compacts, les points du spectre non nul sont
des pôles de la résolvante ; il en est de même pour un opérateur T dont la résolvante
est compacte pour au moins un ζ, sinon qu’alors 0 n’appartient pas au spectre de
T.

Remarque 1.5. La notion de spectre d’un opérateur peut s’étendre à un
opérateur linéaire quelconque. Si T admet une extension fermée T̃ alors P (T ) =

P (T̃ ), et Σ(T ) = Σ(T̃ ), si T n’admet pas d’extension fermée alors P (T ) est vide et
Σ(T ) = /C.

1.2. Séparation du spectre. Supposons que le spectre d’un opérateur fermé
T contienne une partie bornée Σ′ séparée du reste du spectre, noté Σ′′, de telle
façon qu’il soit possible de tracer une courbe rectifiable Γ dans P (T ) (ou plus
généralement un nombre fini de courbes si P (T ) n’est pas connexe) qui entoure un
ouvert contenant Σ′ tout en laissant Σ′′ à l’extérieur.

Théorème 1.6. Soit Σ(T ) séparable en deux parties Σ′ et Σ′′ de la façon
décrite ci-dessus. Alors T admet une décomposition selon X = M ′ ⊕M ′′ de telle
façon que les spectres des restriction TM ′ et TM ′′ cöıncident respectivement avec Σ′

et Σ′′ et que TM ′ ∈ B(M ′). Ainsi Σ̃(TM ′) = Σ′, tandis que Σ̃(TM ′′) peut contenir
ζ =∞.

Démonstration. [34][p. 178] L’opérateur borné

P = − 1

2iπ

∫
Γ

R(ζ)dζ

est un projecteur. En effet, comme la valeur de cette intégrale ne dépend que de
la classe d’homotopie de la courbe Γ, choisissons une autre courbe Γ′ dans P (T )
englobant Γ. Nous obtenons ainsi

P 2 =

(
1

2iπ

)2 ∫
Γ′

∫
Γ

R(ζ)R(ζ ′)dζdζ ′

=

(
1

2iπ

)2 ∫
Γ′

∫
Γ

(ζ ′ − ζ)−1 (R(ζ ′)−R(ζ)) dζdζ ′

d’après (1.1). D’autre part(
1

2iπ

)2 ∫
Γ

(ζ ′ − ζ)−1dζ = 0,

(
1

2iπ

)2 ∫
Γ′

(ζ ′ − ζ)−1dζ ′ = 1,

d’où P 2 = P. Ainsi P est un projecteur sur M ′ = PX, parallèlement à M ′′ =
(I − P )X.

Comme pour tout ζ ∈ P (T ), PR(ζ) = R(ζ)P, le théorème 1.2 implique que T
commute avec P ; par conséquent T se décompose selon X = M ′⊕M ′′. Notons par
RM ′(ζ) et RM ′′(ζ) les restrictions de la résolvante au sous espaces respectifs M ′ et
M ′′ (i.e RM ′(ζ) est définie sur l’espace de Banach M ′ et non pas sur X). Ce sont
les inverses respectifs de TM ′ − ζ et TM ′′ − ζ ; ceci montre que P (T ) est inclus dans
P (TM ′) et P (TM ′′). Mais pour tout ζ ∈ P (T ) \ Γ, nous avons

(1.2) R(ζ)P = − 1

2iπ

∫
Γ

R(ζ)R(ζ ′)dζ ′ = − 1

2iπ

∫
Γ

(R(ζ)−R(ζ ′)) (ζ − ζ ′)−1dζ ′.
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Si ζ est à l’extérieur de Γ, nous obtenons

R(ζ)P =
1

2iπ

∫
Γ

R(ζ ′)(ζ − ζ ′)−1dζ ′.

Comme le membre de droite de l’expression précédente est une fonction holomorphe
à l’extérieur de Γ, il s’ensuit que R(ζ)P et donc RM ′(ζ) peuvent être prolongés
analytiquement à l’extérieur de Γ. Le théorème 1.3 implique que ce prolongement
analytique de RM ′(ζ) est la résolvante de TM ′ ; ainsi P (TM ′) contient l’extérieur
de Γ et donc Σ(TM ′) ⊂ Σ′. De façon similaire, si ζ est à l’intérieur de Γ, l’équation
(1.2) donne

R(ζ)P = R(ζ) +
1

2iπ

∫
Γ

R(ζ ′)(ζ − ζ ′)−1dζ ′ ;

ce qui montre que R(ζ)(I − P ) peut être prolongé analytiquement dans l’intérieur
de Γ, impliquant que Σ(TM ′′) ⊂ Σ′′. D’autre part, un point ζ ∈ Σ(T ) ne peut
appartenir à P (TM ′) ∩ P (TM ′′), car RM ′(ζ)P + RM ′′(ζ)(I − P ) étant l’inverse de
T − ζ, cela impliquerait que ζ ∈ P (T ). Nous en déduisons que Σ(M ′) = Σ′ et
Σ(M ′′) = Σ′′. Pour conclure, une approximation de l’intégrale par une somme finie
et l’utilisation du fait que T est fermé conduisent à l’expression suivante :

TP = − 1

2iπ

∫
Γ

TR(ζ)dζ = − 1

2iπ

∫
Γ

ζR(ζ)dζ.

Cette expression implique que TM ′ ∈ B(M ′), ce qui complète la preuve du théorème.
Notons également que la résolvante R(ζ) peut s’écrire sous la forme

R(ζ) = R′(ζ) +R′′(ζ)

R′(ζ) = R(ζ)P, R′′(ζ) = R(ζ)(I − P )

où R′(ζ), holomorphe dans /C \Σ′, cöıncide avec RM ′(ζ) sur M ′ et s’annule sur M ′′

(résultats similaires pour R′′(ζ)). �

Le théorème 1.6 s’étend facilement au cas où Σ(T ) se décompose en plusieurs
parties bornées Σ1, · · · ,Σs séparées entre elles et du reste du spectre.

1.2.1. Cas d’un point isolé. Supposons maintenant que le spectre Σ(T ) de
l’opérateur fermé T contienne un point isolé λ. Les résultats précédents s’appliquent
avec Σ′(T ) = {λ}. L’opérateur TM ′ a donc un spectre constitué d’un seul point ;
ainsi TM ′ −λ est quasi-nilpotent (i.e son rayon spectral est nul). Le développement
en série de la résolvante de TM ′ convergente pour tout ζ 6= λ,

RM ′(ζ) = (ζ − λ)−1

[
I − TM ′ − λ

ζ − λ

]n
= −

∞∑
n=0

(ζ − λ)−n−1(TM ′ − λ)n,

est équivalent à l’expression suivante :

R′(ζ) = R(ζ)P = −(ζ − λ)−1P −
∞∑
n=1

(ζ − λ)−n−1Dn(1.3)

où

D = (T − λ)P = − 1

2iπ

∫
Γ

(ζ − λ)R(ζ)dζ ∈ B(X),(1.4)

est un opérateur quasi-nilpotent, vérifiant D = DP = PD. D’autre part, RM ′′(ζ),
étant holomorphe en ζ = λ, admet le développement en série suivant :

RM ′′(ζ) =

∞∑
n=0

(ζ − λ)nRM ′′(λ)n+1,
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qui est équivalent à

R′′(ζ) = R(ζ)(I − P ) =

∞∑
n=0

(ζ − λ)nSn+1(1.5)

où

S = RM ′′(λ)(I − P ) = lim
ζ→λ

R(ζ)(I − P ).(1.6)

S est appelée la résolvante réduite de T pour le point λ. L’opérateur S possède
des propriétés analogues à l’opérateur du même type introduit dans le cas de la
dimension finie ; en particulier

S =
1

2iπ

∫
Γ

(ζ − λ)−1R(ζ)dζ ∈ B(X)

ST ⊂ TS ∈ B(X), (T − λ)S = I − P, SP = PS = 0.

En combinant (1.3) et (1.5), nous obtenons

R(ζ) = −(ζ − λ)−1P −
∞∑
n=1

(ζ − λ)−n−1Dn +

∞∑
n=0

(ζ − λ)nSn+1,

expression similaire au cas de la dimension finie, sinon que la partie principale
peut contenir une infinité de termes. Néanmoins si M ′ est de dimension finie, alors
DM ′ = TM ′ − λ est nilpotent et par conséquent il en est de même de D (D = DM ′

sur M ′ et 0 sur M ′′). Dans ce cas λ est une valeur propre de TM ′ qui est un
opérateur de rang fini, et donc λ est une valeur propre de T. La dimension de M ′

sera également appelée multiplicité algébrique de λ et P sera le projecteur propre
associé à λ. Notons que si dimM ′ =∞, le point isolé λ ne sera pas nécessairement
une valeur propre de T. Ces résultats peuvent être étendus au cas de plusieurs
points isolés.

Les résultats énoncés ci-dessus suggèrent d’étendre la théorie des perturbations
analytiques, obtenue dans le cas de la dimension finie, aux opérateurs fermés qui ont
un point isolé dans le spectre et dont le projecteur propre associé est de rang fini.
Ce sera en particulier le cas pour les opérateurs compacts (qui sont par définition
dans B(X)), les opérateurs quasi-compacts (cf définition 5-(2.1)) et les opérateurs
fermés dont la résolvante est un opérateur compact pour au moins un ζ0 ; en effet,
le théorème de l’image spectrale implique que le spectre de T est l’image du spectre
discret de sa résolvante par l’application ζ → (ζ − ζ0)−1, notons que le point zéro
du spectre de la résolvante est envoyé en l’infini, donc le spectre de T est sans point
d’accumulation.

2. Perturbation analytique

Considérons une famille d’opérateurs T (χ) ∈ B(X,Y ) dépendant de la variable
complexe χ. T (χ) est holomorphe s’il est différentiable en norme pour tout χ dans
un domaine du plan complexe. On a équivalence entre cette propriété d’holomorphie
en norme et l’holomorphie faible définie par : toutes les fonctions (T (χ)u, g) sont
holomorphes pour tout u ∈ X et tout g ∈ Y ∗, où Y ∗ désigne le dual topologique
de Y. Il est possible d’étendre cette notion aux opérateurs fermés ; pour faire la
distinction nous dirons que T (χ) est holomorphiquement borné si T (χ) ∈ B(X,Y )
et T (χ) est holomorphe dans le sens précédent.

Une famille d’opérateurs T (χ) ∈ C(X,Y ), définis dans un voisinage de χ =
0, est dite holomorphe en χ = 0 s’il existe un troisième espace de Banach Z et
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deux familles d’opérateurs, U(χ) ∈ B(Z,X) et V (χ) ∈ B(Z, Y ) holomorphiquement
bornés en χ = 0, telles que U(χ) envoie injectivement Z sur D (T (χ)) et telles que

(2.1) T (χ)U(χ) = V (χ).

T (χ) sera dit holomorphe dans un domaine D ⊂ /C s’il est holomorphe en chaque
χ ∈ D. Cette définition n’est pas ambiguë, car nous déduisons des hypothèses
que T (χ)U(χ) ∈ C(Z, Y ) et D (T (χ)U(χ)) = Z, d’où d’après le théorème 1.1
T (χ)U(χ) ∈ B(Z, Y ). D’autre part, T (χ) ∈ B(X,Y ) est holomorphiquement borné
si et seulement s’il est holomorphe dans le sens précédent ; en effet si T (χ) est holo-
morphiquement borné, il suffit de prendre Z = G(T ) muni de la norme ‖(u, Tu)‖ =(
‖u‖2 + ‖Tu‖2

)1/2
, U(χ)(u, Tu) = u et V (χ)(u, Tu) = Tu. Réciproquement, com-

me U(χ) envoie injectivement Z sur D (T (χ)) , alors U(χ)−1 existe et a pour do-
maine D (T (χ)) et pour image Z. D’après le théorème 1.1, U(χ)−1 ∈ B(X,Z) et
U(χ)−1 est holomorphiquement borné [34][VII-1.1 p. 365] ; il en est alors de même
de T (χ) = V (χ)U(χ)−1. Nous avons le théorème suivant [34][th. VII-1.3] :

Théorème 2.1. Soit T (χ) ∈ C(X) défini dans un voisinage de χ = 0 et soit
ζ ∈ P (T (0)) . Alors T (χ) est holomorphe en χ = 0 si et seulement si pour |χ|
suffisamment petit, ζ ∈ P (T (χ)) et la résolvante R(ζ, χ) = (T (χ)− ζ)

−1
est ho-

lomorphiquement bornée. Dans ce cas R(ζ, χ) est holomorphiquement bornée pour
les deux variables sur l’ensemble des ζ, χ tels que ζ ∈ P (T (0)) et |χ| suffisamment
petit (dépendant de ζ).

Sans faire la preuve, signalons que si R(ζ, χ) est holomorphiquement borné en
χ, alors pour montrer que T (χ) est holomorphe en χ, il suffit de choisir Z = X,
R(ζ, χ) = U(χ) et V (χ) = 1 + ζU(χ) pour vérifier (2.1).

2.1. Séparation du spectre pour une famille holomorphe.

Théorème 2.2. Soit T (χ) ∈ C(X) une famille d’opérateurs fermés holomorphes
dans un voisinage de χ = 0. Supposons que le spectre Σ(T (0)) se décompose en deux
parties Σ′(0) et Σ′′(0) séparées par une courbe fermée Γ, alors Γ ⊂ P (T (χ)) pour
tout |χ| suffisamment petit et Σ(T (χ)) se décompose également en deux parties
Σ′(χ) et Σ′′(χ) séparées par Γ.

Nous obtenons alors une décomposition X = M ′(χ)⊕M ′′(χ), où le projecteur
sur M ′(χ) parallèlement à M ′′(χ) est donné par

(2.2) P (χ) = − 1

2πi

∫
Γ

R(ζ, χ)dζ.

Comme R(ζ, χ) est holomorphiquement borné en χ et ζ, il en découle que P (χ) est
aussi holomorphiquement borné près de χ = 0.

De cette façon l’étude du spectre de T (χ) est réduite à l’étude du spectre des
restrictions de T (χ) sur M ′(χ) et M ′′(χ). Mais ces espaces dépendent de χ ; cepen-
dant cet inconvénient peut être évité de la façon suivante. Puisque le projecteur
P (χ) sur M ′(χ) est holomorphe en χ, il existe une transformation U(χ) ∈ B(X)
holomorphiquement bornée, inversible et d’inverse U(χ)−1 ∈ B(X) également ho-
lomorphiquement borné, qui transforme P (0) en P (χ) [34][II-§4.2]

P (χ) = U(χ)P (0)U(χ)−1.

Puisque T (χ) commute avec P (χ), alors l’opérateur

Ť (χ) = U(χ)−1T (χ)U(χ)

commute avec P (0). Ainsi M ′(0) = P (0)X et M ′′(0) = (I − P (0))X décompose
Ť (χ) pour tout χ. D’autre part, chercher le spectre de la restriction de T (χ) à
M ′(χ) est équivalent à rechercher le spectre de la restriction Ť (χ) à M ′(0) (car
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Ť (χ)P (0) = U(χ)−1T (χ)P (χ)U(χ)). En particulier si dimM ′(0) < ∞, alors il
en sera de même de M ′(χ) car le rang de P (χ) sera fini ; Σ′(0) se compose alors
d’un nombre fini de valeurs propres. Supposons par exemple que le spectre de la
restriction de Ť (χ) à M ′(0) soit constitué des valeurs propres λh(χ), h = 1, · · · s ;
si P̌h(χ) et Ďh(χ) désignent respectivement le projecteur propre et l’opérateur
nilpotent associés à la valeur propre λh(χ), nous obtenons les relations suivantes :

Ť (χ)P̌h(χ) = λh(χ)P̌h(χ) + Ďh(χ), h = 1, · · · s,

où

P̌h(χ)P (0) = P (0)P̌h(χ) = P̌h(χ)

Ďh(χ)D(0) = D(0)Ďh(χ) = Ďh(χ).

D’autre part, la restriction de T (χ) au sous-espace M ′(χ) vérifie les relations sui-
vantes :

T (χ)Ph(χ) = λh(χ)Ph(χ) +Dh(χ), h = 1, · · · s,

avec

Ph(χ) = U(χ)P̌h(χ)U(χ)−1, Dh(χ) = U(χ)Ďh(χ)U(χ)−1.

Comme les résultats établis dans le cas d’un espace X de dimension finie s’appli-
quent à la restriction de Ť (χ) au sous-espace M ′(0), la recherche des valeurs propres
(en nombre fini) de la restriction de T (χ) au sous-espace M ′(χ) se réduit à un
problème en dimension finie.

2.2. Développement en série des valeurs propres perturbées. Consi-
dérons une famille T (χ) d’opérateurs fermés holomorphes dans un voisinage de χ =
0, telle que T (0) admette une valeur propre λ isolée dont le projecteur propre est de
rang fini. Pour obtenir des formules explicites permettant d’estimer les coefficients
du développement en série, selon les puissances de χ, de la valeur propre perturbée
λ(χ) il convient de considérer le développement en série

Ť (χ)P (0) = ŤM ′(0)(0) +
∑
n≥1

χnŤ (n),

où Ť (n) ∈ B(X). La relation Ť (χ)P (0) = U(χ)−1T (χ)P (χ)U(χ) permet d’obtenir
le développement en série suivant

(2.3) Tr(χ) := T (χ)P (χ) = Tr + χT (1)
r + χ2T (2)

r + · · · ,

avec Tr = U(χ)Ť (0)P (0)U(χ)−1, et T
(n)
r = U(χ)Ť (n)U(χ)−1.

Il n’est pas possible de considérer une telle série directement pour l’opérateur
T (χ), celui-ci n’étant pas nécéssairement holomorphiquement borné. Pour estimer
λ(χ) l’opérateur U(χ) n’a pas besoin d’être introduit explicitement, il suffit d’uti-
liser les estimations obtenues dans le cas de la dimension finie directement pour
l’opérateur Tr(χ). Dans ce cas il convient de remplacer dans les diverses expressions,

les opérateurs T (n) par les opérateurs T
(n)
r , ceux-ci étant également holomorphique-

ment bornés. D’autre part l’opérateur trace est bien défini (par ex. trT (χ)P (χ))
car les opérateurs considérés sont de rang fini [34][§III.4.3].

Par exemple si λ est de multiplicité algébrique m, la formule II-(2.5) dans [34]
devient pour |χ| suffisamment petit

λ̂(χ) :=
1

m
tr(Tr(χ)) = λ+

∞∑
n=1

χnλ̂(n),
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où

λ̂(n) =
1

m

n∑
p=1

(−1)p

p

∑
ν1+···+νp=n
k1+···+kp=p−1
νi≥1, kj≥0

tr
[
T (ν1)
r S(k1) · · ·T (νp)

r S(kp)
]

avec S(0) = −P (0), et S(k) = Sk pour k > 0, S étant donné par la formule (1.6).
Les résultats obtenus, dans le cas de la dimension finie, peuvent être appliqués

également pour une autre catégorie de famille d’opérateurs T (χ) ; les opérateurs
fermés holomorphes de type (A) [34][VII §2.1]. Une famille T (χ) ∈ C(X,Y ) définie
pour χ dans un domaine complexe D0 sera dite holomorphe de type (A) si

(1) chaque domaine D(T (χ)) = D est indépendant de χ,

(2) T (χ)u est holomorphe pour χ ∈ D0 et pour tout u ∈ D.
Dans ce cas T (χ)u admet un développement en série de Taylor pour chaque χ ∈ D0,
en particulier si χ = 0 ∈ D0 celui-ci s’écrira

(2.4) T (χ)u = Tu+ χT (1)u+ χ2T (2)u+ · · · , u ∈ D.
Cette série converge pour |χ| < r, r étant indépendant de u, d’autre part T = T (0)
et les T (n) sont des opérateurs linéaires de X dans Y de domaine D.

Une famille T (χ) holomorphe de type (A) est holomorphe dans le sens général
introduit auparavant [34][p. 375]. Plusieurs critères, permettant d’affirmer qu’une
famille d’opérateurs T (χ) est holomorphe de type (A), figurent dans [34][VII-§2].
Un de ces critères est le suivant :

Théorème 2.3. Soit T un opérateur de X dans Y admettant une extension
fermée. Soient T (n), n = 1, 2, · · · des opérateurs de X dans Y dont les domaines
contiennent D := D(T ), tels que

‖T (n)u‖ ≤ cn−1 (a‖u‖+ b‖Tu‖) , u ∈ D,n = 1, 2, · · · ,
pour des constantes positives a, b, c. Alors la série (2.4) définit un opérateur T (χ)
de domaine D pour |χ| < 1/c. Si |χ| < (b+ c)−1, T (χ) admet une extension fermée

T̃ (χ) qui est holomorphe de type (A).

Notons que si T (n) = 0, pour tout n ≥ 2, c pourra être pris égal 0 si

‖T (1)u‖ ≤ a‖u‖+ b‖Tu‖.
Supposons maintenant que le spectre Σ(T ) puisse être scindé en deux parties

par une courbe fermée Γ. Alors d’après le théorème 2.2, le spectre Σ(T (χ)) est
également constitué de deux parties séparables par Γ pour |χ| suffisamment petit.
Dans le cas d’une famille d’opérateurs holomorphes de type (A), il est possible
d’estimer l’ordre de grandeur de |χ|. En effet posons A(χ) = T (χ)−T, nous obtenons
alors

‖A(χ)u‖ ≤ |χ|(1− c|χ|)−1 (a‖u‖+ b‖Tu‖) , u ∈ D

‖R(ζ, T (χ)‖ ≤ ‖R(ζ, T )‖ (1− a(χ)‖R(ζ, T )‖ − b(χ)‖TR(ζ, T )‖)−1
, ζ ∈ P (T )

avec a(χ) = a|χ|(1 − c|χ|)−1 et b(χ) = b|χ|(1 − c|χ|)−1. Nous avons utilisé le fait
que R(ζ, T ) est un opérateur borné, ce qui permet dans la deuxième inégalité de
sortir le vecteur u des diverses normes.

Par conséquent, la séparation du spectre est conservée dès que

(2.5) |χ| < r0 := min
ζ∈Γ

(
a‖R(ζ, T )‖+ b‖TR(ζ, T )‖+ c

)−1
,

et le projecteur P (χ) donné par la formule (2.2) est alors holomorphe en χ. En
particulier, si la partie du spectre de T, à l’intérieur de Γ, est constituée exclusive-
ment d’un nombre fini de valeurs propres, l’existence d’un développement en série
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pour T (χ) rend possible l’application directe des résultats obtenus dans le cadre

de la dimension finie. Il n’est donc pas nécessaire de remplacer les T (n) par T
(n)
r .

Ceci vient du fait que malgré le caractère non borné des T (n), la résolvante de
l’opérateur perturbé T (χ) admet un développement en série, comme dans le cas de
la dimension finie (seconde série de Neumann). En outre, les formules d’estimations
des coefficients du développement en série, de la valeur propre perturbée, ne font
apparâıtre que des termes de la forme T (n)P, T (n)D = T (n)PD, qui sont tous des
opérateurs bornés. Notons néanmoins, que l’utilisation de la trace ne peut se faire
que sur des opérateurs de rang finis, en particulier celle-ci ne peut porter que sur
des termes dans lesquels figure le projecteur propre P.

2.3. Opérateurs non bornés dans un espace de Hilbert. Les résultats
précédents se simplifient dans le cas X = H où H est un espace de Hilbert et T =
T (0) est un opérateur normal. Rappelons d’abord, quelques définitions et propriétés
des opérateurs linéaires définis sur un espace de Hilbert. Pour tout opérateur linéaire
T défini sur un espace de Hilbert H, le domaine numérique (numerical range) Θ(T )
est défini comme l’ensemble de tous les nombres complexes (Tu, u), où u varie dans
D(T ) avec ‖u‖ = 1. En général, Θ(T ) n’est ni ouvert ni fermé, même lorsque T est
fermé. Cependant Hausdorff a prouvé que Θ(T ) est un ensemble convexe. Soit Γ la
fermeture de Θ(T ) et ∆ le complémentaire de Γ dans /C. ∆ est alors un ensemble
ouvert connexe, sauf lorsque Γ est une bande bornée par deux lignes parallèles.
Dans ce cas, ∆ est formé de deux composantes connexes ∆1,∆2 qui sont des demi-
plans. Le théorème suivant, prouvé dans [34][V-§3.2 Th 3.2], caractérise ∆ pour un
opérateur fermé :

Théorème 2.4. Soient T ∈ C(H) et Γ,∆,∆1,∆2 définis comme précédemment.
Pour tout ζ ∈ ∆, R(T − ζ) est fermé, dimN(T − ζ) = 0 (où N(T ) désigne le
noyau de T ) et codimR(T − ζ) est constante, sauf pour le cas spécial mentionné
ci-dessus, où codimR(T−ζ) est constante dans chaque composante connexe ∆1,∆2.
Si codimR(T − ζ) = 0 pour ζ ∈ ∆ (ζ ∈ ∆1, ou ζ ∈ ∆2) alors ∆ (∆1, ou ∆2) est
un sous-ensemble de P (T ) et ‖R(ζ, T )‖ ≤ 1/dist(ζ,Γ).

Corollaire 2.5. Si T ∈ B(H), alors Σ(T ) est un sous-ensemble de la ferme-
ture de Θ(T ).

L’opérateur adjoint d’un opérateur linéaire T est un opérateur S tel que

(g, Tu) = (Sg, u), u ∈ D(T ), g ∈ D(S).

Il peut cependant y avoir plusieurs opérateurs adjoints pour un même opérateur T.
Néanmoins si T a un domaine dense dans H il existe un unique opérateur maximal
T ∗ adjoint de T. Ceci signifie que tout opérateur S adjoint de T est une restriction
de T ∗. Dans ce cas T ∗ sera appelé adjoint de T. On démontre que T ∗ est toujours
un opérateur fermé, même si T n’est ni fermé ni à extension fermée, mais il se
peut que D(T ∗) = {0} [34][III-§5.5]. Soit T un opérateur fermé dans H et T ∗ son
adjoint, alors P (T ∗) et Σ(T ∗) sont les images respectives de l’ensemble résolvant et
du spectre de T par l’application z → z̄ et

R(ζ, T ∗) = R(ζ̄, T )∗, ζ̄ ∈ P (T ).

Un opérateur T sera appelé autoadjoint si T ∗ = T. Dans ce cas son spectre
Σ(T ) est inclus dans IR ainsi que Θ(T ). Sa résolvante est un opérateur normal
(borné), car R(ζ)∗ = R(ζ̄) et R(ζ)R(ζ ′) = R(ζ ′)R(ζ) pour ζ 6= ζ ′. Un opérateur
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autoadjoint et sa résolvante vérifient les relations suivantes :

‖(T − ζ)u‖2 = ‖(T − Reζ)u‖2 + (Imζ)2‖u‖2

‖R(ζ)‖ = 1/dist(ζ,Σ(T )) ≤ |Imζ|−1(2.6)

‖TR(ζ)‖ = sup
λ∈Σ(T )

|λ||λ− ζ|−1

Supposons maintenant que Σ(T ) contienne un point isolé λ, alors le projecteur
propre P, la résolvante réduite S et l’opérateur quasi-nilpotent D sont également
autoadjoints. En particulier ceci implique que D = 0 et par conséquent que λ est
une valeur propre de T. De plus, nous avons l’identité suivante :

‖S‖ = 1/d, où d = dist(λ,Σ(T ) \ {λ}).
Comme en dimension finie, il est possible de construire un opérateur autoadjoint

à partir d’un opérateur T fermé de domaine dense dans H. En effet selon le théorème
de Von Neumann [34][V-§3.7], l’opérateur T ∗T est autoadjoint dans H et D(T ∗T )
est un noyau (traduction du terme anglais core) de T. D est appelé noyau de T si
l’ensemble des éléments {u, Tu} pour u ∈ D est dense dans le graphe G(T ). Si D
est un noyau de T alors D est dense dans D(T ) et la fermeture de la restriction de
T à D est égale à T.

Un opérateur T, non nécéssairement borné, est dit normal dans H si T est
fermé, de domaine dense dans H et T ∗T = TT ∗. Si T est normal, alors pour tout
u ∈ D := D(T ∗T ) = D(TT ∗) nous avons ‖Tu‖ = ‖T ∗u‖. D’autre part, D étant
un noyau de T et T ∗ donc dense dans D(T ) et D(T ∗), nous en déduisons que
D(T ) = D(T ∗) := D1(⊃ D), d’où ‖Tu‖ = ‖T ∗u‖ pour tout u ∈ D1. Comme dans
le cas d’un opérateur autoadjoint (qui n’est qu’un cas particulier d’un opérateur
normal), la résolvante est un opérateur normal et vérifie les mêmes relations. Si
le spectre de T contient un point isolé λ, alors le projecteur propre associé, la
résolvante réduite S et l’opérateur nilpotent D sont normaux. Ceci implique que
D = 0 donc que λ est une valeur propre de T.

Si dans les hypothèses du théorème 2.3, l’opérateur T est supposé normal, alors
la condition (2.5) devient

r0 := min
ζ∈Γ

(
a sup
λ′∈Σ(T )

|λ′ − ζ|−1 + b sup |λ′||λ′ − ζ|−1 + c
)−1

.

Considérons le cas d’une valeur propre isolée λ de T, il est approprié de prendre
pour courbe Γ un cercle centré en λ et de rayon d/2 où d désigne la distance de λ
au reste du spectre de T. Alors |λ′−ζ|−1 ≤ 2/d et |λ′||λ′−ζ|−1 ≤ 1+ |ζ||λ′−ζ|−1 ≤
1 + (|λ| + 2−1d)2d−1 ≤ 2 + 2|λ|d−1, pour λ′ ∈ Σ(T ) et ζ ∈ Γ. Il est alors possible
de minorer r0 par

r0 ≥
[
2(a+ b|λ|)d−1 + 2b+ c

]−1
.

3. Le cas des semi-groupes

Les noyaux de transition d’un processus de Markov en temps continu, défini
sur un espace mesuré (X ,F , π) est un semi-groupe de contraction agissant sur
l’espace de Banach X des fonctions mesurables bornées. Le générateur infinitésimal
du semi-groupe sera noté −Λ donc Pt = exp(−tΛ). Ceci nous amène à l’étude des
semi-groupes bornés et à des perturbations des générateurs de ces semi-groupes.
Un semi-groupe U(t) est défini par la limite suivante :

U(t) := e−tΛ := lim
n→∞

(
I +

t

n
Λ

)−n
.

Cette définition est valable même lorsque l’opérateur Λ est non borné puisque (I +
t
nΛ)−1 est la résolvante de −Λ à un facteur près, qui est donc un opérateur borné
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pouvant être réitéré. Dans [34], il est prouvé que la limite précédente existe dès que
les conditions suivantes sont vérifiées :

(1) Λ ∈ C(X) et D(Λ) est dense dans X.

(2) Il existe β ∈ IR tel que l’intervalle (β,∞) appartienne à l’ensemble résolvant
de −Λ et la résolvante vérifie l’inégalité

‖(Λ + ζ)−k‖ ≤M(ζ − β)−k, ζ > β, k = 1, 2, 3, · · · ,
où M est une constante indépendante de ζ et de k.

L’ensemble des opérateurs Λ satisfaisant aux conditions (i) et (ii) ci-dessus sera
noté G(M,β). Nous obtenons alors la majoration suivante :

‖U(t)‖ := ‖e−tΛ‖ ≤Meβt,

et le nombre β = limt→∞ t−1 log ‖ exp−tΛ‖ est appelé le type du semi-groupe
{e−tΛ}. Lorsque ‖U(t)‖ ≤ 1, le semi-groupe {U(t)} est dit de contraction. Par
exemple le générateur du semi-groupe associé au noyau de transition d’un processus
markovien appartient à G(1, 0).

Si β > 0, la norme du semi-groupe n’est pas uniformément bornée ; un tel semi-
groupe est dit quasi-borné. Ils sont également fortement continus en 0, i.e pour tout
u ∈ X,U(t)u→ 0 quand t↘ 0, et

d

dt
U(t)u = −U(t)Λu = −ΛU(t)u, t ≥ 0, u ∈ D(T ).

D’autre part, le demi-plan complexe Reζ > β appartient à l’ensemble résolvant de
−Λ et la résolvante correspondante s’exprime par la formule

(Λ + ζ)−1 =

∫ ∞
0

e−ζte−tΛdt, Reζ > β.

3.1. Perturbation analytique d’un semi-groupe quasi-borné. Le théo-
rème suivant affirme qu’un semi-groupe quasi-borné, perturbé par un opérateur
borné, reste un semi-groupe quasi-borné ; sa démonstration figure dans [34][Th 2.1
IX-§2].

Théorème 3.1. Soient Λ ∈ G(M,β) et A ∈ B(X). Alors Λ + A ∈ G(M,β +
M‖A‖) et e−t(Λ+χA) est une fonction entière de la variable complexe χ.

Il est possible, dans le cas d’un semi-groupe de contraction, d’obtenir un résultat
plus général. Nous dirons qu’un opérateur A est relativement borné par rapport à
l’opérateur T (ou plus simplement T -borné) si D(T ) ⊂ D(A) et

‖Au‖ ≤ a‖u‖+ b‖Tu‖, u ∈ D(T ),

où a et b sont des constantes positives. La plus grande borne inférieure b0 de l’en-
semble des constantes b admissibles dans l’inégalité précédente est appelé la T -borne
de A. Plus b sera choisie proche de b0 plus a sera grande ; il est donc en général
impossible de prendre b = b0. Nous avons [34][Th 2.7 IX-§2]

Théorème 3.2. Soient Λ ∈ G(1, β) et A ∈ G(1, β′). Supposons que A soit
relativement borné par rapport à Λ avec une Λ − borne < 1/2. Alors Λ + A ∈
G(1, β + β′).

Remarque 3.3. Si X est un espace de Hilbert H, la borne 1/2 pour la condition
du théorème 3.2 peut être remplacée par 1.

Soit un semi-groupe markovien engendré par −Λ qui agit sur l’espace de Hilbert
H := L2(π). Ce semi-groupe est de contraction et 0 est une valeur propre de Λ.
Supposons que 0 soit un point isolé du spectre de Λ et désignons par Eπ le projecteur
propre associé. L’espace H admet alors la décomposition H = M ′ ⊕M ′′, où M ′ =
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EπH et M ′′ = (I −Eπ)H. Soit Λ′′ la restriction de l’opérateur Λ sur le sous-espace
M ′′ ; c’est un opérateur linéaire fermé sur l’espace de Hilbert M ′′ et son domaine
est dense dans M ′′. Plus précisément Λ′′ génère un semi-groupe de contraction. Soit
ω le type du semi-groupe engendré par Λ′′, nous avons ω ≤ 0. Lorsque ω < 0 nous
obtenons pour tout f ∈ D(Λ′′)∩M ′′ l’inégalité ‖Ptf‖ ≤ exp(−|ω|t). Dans ce cas le
spectre de Pt − Eπ est, pour tout t > 0, strictement inclus dans le cercle unité.

Si Λ est autoadjoint, alors son spectre est inclus dans la droite réelle positive, il
existe donc un β > 0 tel que Σ(Λ′′) ⊂ [β,∞), par conséquent Λ′′ ∈ G(1,−β). Dans
ce cas pour tout f ∈ D(Λ′′) ∩M ′′ nous avons

‖Ptf‖ ≤ e−βt.
Le nombre positif β s’exprime par la relation

β = inf
{

(Λ′′f, f)/‖f‖2; f ∈ D(Λ′′) ∩M ′′, f 6= 0
}
,

i.e que le domaine numérique Θ(Λ′′) (qui est inclus dans l’axe réel positif) est borné
inférieurement par β. Ceci implique bien que Σ(Λ′′) est borné inférieurement par
β. En effet si un opérateur T autoadjoint vérifie

(Tu, u) ≥ β(u, u), u ∈ D(T ),

alors l’ensemble ouvert ∆ complémentaire de la fermeture de Θ(T ) est connexe
et contient tous les nombres réels ζ < β, ceux-ci sont donc inclus dans P (T ) (cf
théorème 2.4). Ainsi Σ(T ) est borné inférieurement par βΣ ≥ β. D’autre part si
Σ(T ) est borné inférieurement par βΣ, alors l’opérateur T ′ = T − βΣ a un spectre
inclus dans l’axe réel positif, donc pour tout α > 0 nous avons ‖(T ′+α)−1‖ = α−1

d’après la relation (2.6). Pour tout u ∈ D(T ), nous obtenons ‖u‖ ≤ α−1‖(T ′+α)u‖
d’où

‖u‖2 ≤ α−2‖T ′u‖2 + 2α−1(T ′u, u) + ‖u‖2

0 ≤ α−1‖T ′u‖2 + 2(T ′u, u).

Pour conclure, il suffit de faire tendre α vers l’infini ; ce qui conduit à (Tu, u) ≤
βΣ(u, u). Ainsi T est borné inférieurement et β ≥ βΣ. Nous en déduisons que
βΣ = β. Notons également que Λ′′ est inversible, Λ′′−1 ∈ B(H) et ‖Λ′′−1‖ ≤ β.

Si Λ n’est pas autoadjoint, un raisonnement identique à celui employé dans la
section 1 montre que pour tout f ∈ D(Λ′′) ∩M ′′, nous avons également

‖Ptf‖ ≤ e−βt,
où

β = inf{((Λ′′ + Λ′′∗)/2f, f) /‖f‖2; f ∈ D(Λ′′) ∩M ′′, f 6= 0}.
L’opérateur fermé Λ ayant un domaine dense dans X, il admet un unique opérateur
adjoint. Un espace de Hilbert étant réflexif, Λ∗ possède également un domaine
dense [34][th. III-5.29]. D’après les propriétés de la résolvante de l’adjoint d’un
opérateur, énoncées dans la section 2.3, nous en déduisons que si Λ ∈ G(1, β) alors
Λ∗ appartient également à G(1, β). D’autre part pour un espace de Hilbert il est
possible d’identifier H et H∗ donc Λ+Λ∗ est autoadjoint de domaine D(Λ)∩D(Λ∗)
dense dans H.

Supposons maintenant que dimM ′ <∞ et considérons la perturbation Λ(χ) :=
Λ− χA où A ∈ G(1, β) est relativement borné par rapport à Λ,

‖Au‖ ≤ a‖u‖+ b‖Tu‖, u ∈ D(A).

Selon le critère (2.3), la famille d’opérateurs Λ(χ) est holomorphe de type (A) pour
tout |χ| < b−1, et d’après (2.5) la séparation du spectre de Λ est conservée si,

|χ| < r0 = min
ζ∈Γ

(a‖R(ζ,Λ)‖+ b‖TR(ζ,Λ)‖)−1
.



76 4. PERTURBATION DES OPÉRATEURS LINÉAIRES

En général le théorème 3.2 ne s’applique pas pour χ < 0. En effet, pour avoir χA ∈
G(1, β), il n’est pas en général possible de choisir χ < 0. L’hypothèse supplémentaire
χA ∈ G(1, β) pour tout χ ∈ D0, où D0 est un domaine de /C inclus dans le disque
|χ| < b−1, permet de conclure que pour tout χ ∈ D0, −Λ(χ) engendre un semi-
groupe. Lorsque A est borné, il suffit d’appliquer directement le théorème 3.1.

Il est alors possible d’utiliser les estimations de la moyenne pondérée des valeurs
propres perturbées issues de 0, telles qu’obtenues en dimension finie.



CHAPITRE 5

Rappels sur les châınes de Markov

Soit (X ,F) un espace mesurable quelconque, la fonction P (., .) définie sur X×F
sera appelée fonction de transition si

(1) Pour chaque x fixé, P (x, .) détermine une probabilité.

(2) Pour chaque A ∈ F , P (., A) détermine une fonction mesurable.

Cette fonction de transition définit une châıne de Markov homogène. Il est
alors possible de construire pour chaque instant n et pour tout état x0, la loi de
probabilité de l’évolution de la châıne à partir de l’instant n (cf [44], théorème
de Ionescu Tulcea) ; cette probabilité que nous désignerons par Px est définie sur
(Ω,A) = (X ,F)IN, où Ω est l’ensemble des suites (x0, x1, · · · ), xi ∈ X , et A la tribu
produit. La valeur de Px sur tout pavé

∏
m Fm est égale à

Px

[∏
m

Fm

]
= 1F0

(x)

∫
F1

P (x1, dx2) · · ·
∫
FT

P (xT−1, xT ),

pourvu que T soit tel que Fm = X , si m > T. Si p(.) est une probabilité sur (X ,F),
alors la formule

P (A) =

∫
X

Px(A)p(dx)

définit une probabilité sur (Ω,A).
Une fonction de transition P (., .) sur (X ,F), définit un endomorphisme positif

Pf(x) =

∫
P (x, dy)f(y),

sur l’espace de Banach B(X,F) des fonctions mesurables bornées muni de la norme
‖f‖ = supx |f(x)|. Comme P1 = 1, on a ‖P‖ = 1. D’autre part la formule :

µP (F ) =

∫
µ(dx)P (x, F ),

où F varie dans F , définit un endomorphisme positif (opérant à gauche) sur l’espace
de Banach M(X ,F) des mesures bornées sur (X ,F). De plus dans la dualité des
espaces B(X ,F) et M(X ,F) établie par la forme bilinéaire µ(f) =

∫
µ(dx)f(x),

les opérateurs P sont transposés l’un de l’autre : µ(Pf) = µP (f), quels que soient
f ∈ B(X ,F) et µ ∈ M(X ,F). Notons que M(X ,F) est muni de la norme duale,
ou norme de la variation totale

‖µ‖ := sup
f :|f |≤1

∣∣∫ µ(dx)f(x)
∣∣ = sup

A∈F
µ(A)− inf

A∈F
µ(A).

Une fonction de transition définit donc, par l’intermédiaire de l’opérateur P, un
système dynamique sur l’espace M(X ,F) ou B(X ,F), ; un système dynamique
étant défini par un triplet (T,X, d), où (X, d) est un espace métrique et T : X → X,
un opérateur continu. Une propriété importante d’un tel système dynamique est la
structure des trajectoires T kx : k ∈ IN ou x est la condition initiale. Dans le cas
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d’une châıne de Markov, posons P (n)(x,A) = P (Xn ∈ A|X0 = x), alors nous
obtenons

P (n+1)(x,A) =

∫
X

P (n)(y,A)P (x, dy),

µPn(F ) =

∫
µ(dx)P (n)(x, F ).

L’étude du comportement asymptotique de P (n)(x,A) et de l’existence d’une pro-
babilité invariante π pour la châıne de Markov est l’objet de la théorie ergodique.
Un premier mode de comportement, en rapport avec la loi des grands nombres,
porte sur l’existence d’une limite de la suite µn = n−1µ(P + P 2 + · · · + Pn) pour
tout µ. Cette convergence forte de la moyenne de Cesaro des P k, pour la norme
définie sur M(X ,F) est l’objet du théorème ergodique en moyenne. Notons que si
π = limn→∞ µn alors πP = π, π est donc une probabilité invariante. Un autre
résultat plus fort, connu sous le nom de théorème ergodique uniforme [52] ou
théorème ergodique fort [44], concerne la convergence en norme des itérés de P.
Il implique comme précédemment l’existence d’une probabilité invariante π, mais
cette fois indépendante de la mesure initiale µ. Deux approches permettent d’ob-
tenir des conditions nécessaires et/ou suffisantes sur la fonction de transition, pour
que le théorème ergodique uniforme soit vérifié : une approche probabiliste traitée
dans [41] et dans [17] et une approche opérateur développée dans [52] et [44].

L’emploi des termes “ergodique” et “ergodicité uniforme” dans le contexte
des châınes de Markov peut porter à confusion, selon que nous étudions le com-
portement asymptotique de P (n)(x,A), celui de la moyenne de Cesaro des itérés
de P ou une transformation laissant invariante une mesure fixée a priori. Par
exemple dans [41], une châıne de Markov sera dite uniformément ergodique si
supx ‖P (n)(x, ·) − π‖ → 0 quand n → ∞. Cette propriété est un cas particulier
du théorème ergodique uniforme, puisqu’il implique l’apériodicité et l’irréductibilité
de la châıne. De même, les propriétés mélangeantes d’une châıne de Markov font
référence à l’ergodicité d’une châıne de Markov stationnaire (la distribution initiale
étant alors la probabilité invariante π) lorsque la tribu des événements invariants
(ou asymptotiques) par l’opérateur de translation est triviale. Dans la suite, nous
utiliserons le terme d’ergodicité uniforme conformément à la définition donnée dans
[41].

1. Point de vue probabiliste

Une châıne de Markov définie sur un espace d’états dénombrable vérifiera le
théorème ergodique uniforme et admettra une unique probabilité invariante si elle
est irréductible, récurrente et positive. Dans ce cas, la condition d’irréductibilité se
définit à partir de la relation d’équivalence définie entre deux états quelconques par,
x ↔ y si et seulement s’il existe n(x, y) ∈ IN et m(y, x) ∈ IN tels que Pn(x, y) > 0
et Pm(y, x) > 0. Une châıne de Markov sera dite irréductible sur X dénombrable,
si X contient une seule classe d’équivalence. Malheureusement, cette relation ne
peut pas se définir pour une châıne de Markov définie sur un espace quelconque,
car P (x, {y}) est en général nul. Le concept similaire, développé dans [41] est celui
de ϕ-irréductibilité. Pour cela introduisons les notations suivantes :

τA := min{n ≥ 1 : Xn ∈ A}, A ∈ F ,
L(x,A) := Px(τA <∞), x ∈ X , A ∈ F .

Définition 1.1. Une châıne de Markov X sera dite ϕ-irréductible s’il existe
une mesure σ-finie ϕ sur F telle que L(x,A) > 0 pour tout x ∈ X dès que ϕ(A) > 0.
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L’hypothèse de ϕ-irréductibilité signifie que les ensembles non négligeables pour
la mesure ϕ sont toujours accessibles, indépendamment du point initial. La propo-
sition 4.2.2 dans [41] prouve que si X est ϕ-irréductible, il existe une mesure ψ
maximale telle que X soit ψ-irréductible ; i.e. que toute mesure ϕ′ telle que X
soit ϕ′-irréductible est absolument continue par rapport à ψ (ϕ′ ≺ ψ). D’autre
part si ψ(A) = 0, alors ψ{y : L(y,A) > 0} = 0. Par conséquent il est toujours
possible d’étendre la mesure ϕ de telle façon que les ensembles négligeables (pour
la mesure ψ) ne soient pas accessibles, avec probabilité un. Nous désignerons par
F+ := {B ∈ F : ψ(B) > 0}.

Comme dans le cas dénombrable, la récurrence se définit en fonction du nombre
de passages ηA de la châıne dans un ensemble A

ηA :=

∞∑
n=1

1(Xn ∈ A).

Définition 1.2. (1) Un ensemble A est dit uniformément transient s’il
existe M < ∞ tel que Ex[ηA] ≤ M pour tout x ∈ A. Si A ∈ F peut être
recouvert par un nombre fini d’ensembles uniformément transients alors
A sera appelé ensemble transient.

(2) Un ensemble A sera dit récurrent si Ex[ηA] =∞, pour tout x ∈ A.
(3) Une châıne de Markov X sera dite récurrente si elle est ψ-irréductible et

Ex[ηA] =∞ pour tout x ∈ X et tout A ∈ F+

(4) Une châıne de Markov X sera dite transiente si elle est ψ-irréductible et
X est un ensemble transient

Selon le théorème 8.2.5 dans [41], si X est ψ-irréductible, alors elle est soit
récurrente, soit transiente. Nous obtenons donc un résultat analogue aux châınes
de Markov irréductibles définies sur un espace dénombrable.

Ces notions, comme dans le cas dénombrable, impliquent l’existence d’une me-
sure invariante pour la châıne, condition nécessaire pour que les théorèmes ergo-
diques soient vérifiés. En effet d’après le théorème 10.4.4 dans [41] la récurrence
de la châıne implique l’existence et l’unicité (à une constante multiplicative près)
d’une mesure invariante. Si la mesure invariante est finie, nous dirons que la châıne
est récurrente positive.

Historiquement, l’une des conditions, garantissant l’ergodicité uniforme pour
une châıne de Markov, est la condition de Doeblin. Cette condition introduite,
en 1937, par Doeblin est traitée en détail dans [17]. Cette condition impose une
certaine uniformité en x, sur la petitesse de P (x,A) pour des petits ensembles A.
La condition de Doeblin est la suivante :
Hypothèse (D) : Il existe une mesure ϕ finie sur (X ,F) telle que ϕ(X ) > 0, un
entier ν ≥ 1 et un réel positif ε, tels que

P (ν)(x,A) ≤ 1− ε, si ϕ(A) ≤ ε.

Cette condition peut aussi se formuler de la façon suivante [41][ §16.2] :
Il existe une probabilité ϕ, un entier m, ε < 1, δ > 0 tels que pour tout x ∈ X

ϕ(A) > ε =⇒ P (m)(x,A) ≥ δ.

La condition de Doeblin n’implique pas la ϕ-irréductibilité ; en effet d’après la
proposition 4.2.1 dans [41] la ϕ-irréductibilité est équivalente à : pour tout x ∈ X ,
dès que ϕ(A) > 0 il existe un entier n(x,A) > 0 tel que P (n)(x,A) > 0 ; alors que
l’hypothèse (D) ne porte que sur les ensembles vérifiant ϕ(A) > ε.

La condition de Doeblin sera traitée en détail ci-dessous, en raison de son équi-
valence avec la propriété de quasi-compacité de l’opérateur markovien P, propriété
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utilisée dans l’approche opérateur du théorème ergodique uniforme. Un opérateur
linéaire P sera dit quasi-compact, s’il existe un itéré Pn de P dont la distance à
l’ensemble des opérateurs compacts est strictement inférieure à 1 (cf définition 2.1).
Cette condition implique également certaines propriétés du spectre de P, qui per-
mettront d’étendre à cet opérateur la théorie des perturbations développée en di-
mension finie. Nous montrerons qu’une châıne de Markov apériodique, ψ-irréductible
et satisfaisant l’hypothèse (D) est uniformément ergodique. En réalité, il y a équi-
valence entre ces deux propriétés [41][th. 16.2.3].

La récurrence peut également se définir d’une façon différente, qui conduit à
la notion de châıne Harris récurrente. Un ensemble A sera dit Harris récurrent si
Q(x,A) := Px(ηA = ∞) = 1 pour tout x ∈ A. Une châıne de Markov sera dite
Harris récurrente si elle est ψ-irréductible et si chaque ensemble de F+ est Har-
ris récurrent. La proposition 9.1.1 dans [41] prouve que si L(x,A) = 1 pour tout
x ∈ A, alors Q(x,A) = L(x,A) pour tout x ∈ X et donc A est Harris récurrent.
Ceci signifie que la définition d’une châıne Harris récurrente en fonction de Q
est équivalente à une définition en fonction de L. Un ensemble Harris récurrent
est récurrent, donc la condition de Harris récurrence est plus forte que celle de
récurrence. Réciproquement, d’après le théorème 9.1.5 dans [41], si une châıne X est
récurrente alors l’espace d’états X se décompose en X = H

⋃
N, où N est transient

et ψ-nul (i.e. ψ(N) = 0) et H est absorbant (i.e P (x,H) = 1, x ∈ H), non vide et tel
que tout sous-ensemble de H

⋂
F+ est Harris récurrent. Par conséquent une châıne

récurrente diffère d’une châıne Harris récurrente seulement par un ensemble ψ-nul.
Pour un espace dénombrable, N est vide et donc une châıne récurrente est Harris
récurrente. Les conditions de récurrence et de Harris récurrence impliquent une pro-
priété d’ergodicité en convergence forte ; implication énoncée par le théorème 13.3.4
dans [41]

Théorème 1.3. (1) Si X est Harris récurrente et positive de période d ≥
1 alors pour toute distribution initiale λ

‖d−1
d−1∑
i=0

λPnd+i − π‖ → 0, n→∞,

(2) Si X est positive récurrente de période d ≥ 1 alors il existe un ensemble
N π-nul tel que pour toute mesure initiale λ vérifiant λ(N) = 0

‖d−1
d−1∑
i=0

λPnd+i − π‖ → 0, n→∞.

1.1. Condition de Doeblin. Nous allons étudier le comportement asymp-
totique de P (n)(x,A), lorsque la condition de Doeblin est satisfaite, et plus par-
ticulièrement, le partitionnement de l’espace X en sous-ensembles absorbants de
mesure non nulle par rapport à ϕ.

Notons que si (D) est satisfaite pour un triplet (ϕ, ν, ε), alors elle est satisfaite
pour tout n > ν, car si ϕ(A) ≤ ε,

P ν+m(x,A) =

∫
P (ν)(y,A)P (m)(x, dy) ≤ (1− ε)P (m)(x,X ) = 1− ε.

Définition 1.4. Un ensemble E sera dit consécutif à x0 si pour tout n ≥ 1,
P (n)(x0, E) = 1. La condition (D) implique que, si un ensemble E est consécutif à
un point de X , alors ϕ(E) > ε. Un ensemble E sera dit invariant s’il est consécutif
à chacun de ses points.

Un ensemble consécutif à un point x0 est donc un ensemble accessible de ce
point dès la première transition, avec probabilité un. Cette définition est plus stricte
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que la définition d’un ensemble E accessible à partir de {x0} donnée dans [41][p.
91]. Un ensemble invariant est récurrent, il est soit vide soit de mesure ϕ(E) ≥ ε. Si
E est consécutif à x0 et si Fn désigne l’ensemble des y ∈ E tels que P (n)(y,E) < 1,
alors E \ Fn est consécutif à x0, car sinon P (m)(x0, Fn) > 0 pour un certain m et
alors

1 = P (m+n)(x0, E) =

∫
Fn

P (n)(y,E)P (m)(x0, dy) +

∫
F cn

P (n)(y,E)P (m)(x0, dy)

< P (m)(x0, Fn) + P (m)(x0, E \ Fn)

= P (m)(x0, E) = 1

Intuitivement, ceci signifie que, si partant de x0, la trajectoire de la châıne arrive
dans Fn, alors au bout de n+ 1 étapes, la probabilité de sortir de E est non nulle,
en contradiction avec la définition de E. Donc si E est consécutif à un point, il

contient l’ensemble non vide invariant Λ =
⋂∞

1

(
E \ Fn

)
. Notons que l’hypothèse

(D) n’intervient que pour assurer que les ensembles consécutifs, à un point donné,
sont de ϕ-mesure non nulle.

Définition 1.5. Un ensemble invariant sera dit minimal, s’il ne contient aucun
sous-ensemble invariant non vide de ϕ-mesure non nulle.

Chaque ensemble invariant E contient un sous-ensemble minimal. En effet,
celui-ci s’obtient en prenant la limite inférieure de la suite, décroissante par inclu-
sion, des sous-ensembles invariants inclus dans E, celle-ci étant de ϕ-mesure non
nulle, car minorée par ε.

Si E1 et E2 sont invariants, alors E1E2 est invariant ; en particulier si E1 est
minimal, alors E1E2 est minimal et donc ϕ(E1) = ϕ(E1E2) à moins que E1E2 = ∅.
Ainsi deux ensembles minimaux sont soit disjoints, soit diffèrent d’un ensemble de
ϕ-mesure nulle. Soit E1, E2, · · · , une énumération d’ensembles minimaux non vides,
alors ϕ(EiEj) = 0 (i 6= j), ϕ(Ei) ≥ ε, et si E est minimal, il diffère d’un certain
Ej d’au plus un ensemble de ϕ-mesure nulle. Il y a donc au plus ϕ(X )/ε ensembles
minimaux dans X .

Posons F = X \
⋃
j Ej , alors pour tout x ∈ X , lim supP (n)(x,

⋃
j Ej) > 0, car

sinon F serait consécutif à x, en contradiction avec sa construction. Ainsi toute
trajectoire du système finira par entrer dans un certain Ei et y restera. Nous avons
le théorème suivant ([17] théorème 5-6) :

Théorème 1.6. Pour tout x,

lim
n→∞

P (n)
(
x,
⋃
j

Ej
)

= 1,

et plus précisément, il existe ρ < 1 tel que

1− P (n)
(
x,
⋃
j

Ej
)
≤ const. ρn, n = 1, 2, · · · ,

uniformément en x. Ainsi chaque trajectoire, issue de x, restera (avec probabilité
1) en dehors des Ej , seulement un nombre fini de transitions.

L’ensemble F est appelé transient dans [17], car limn→∞ P (n)(x, F ) = 0, pour
tout x ∈ X . L’étude de la dynamique de notre système peut donc se restreindre à
un Ei. Pour chaque a, la restriction de la fonction de transition P (x,E) au sous-
ensemble Ea est également une fonction de transition. D’autre part, pour tout E
tel que ϕ(E) > 0 et tout x ∈ Ea nous avons

lim supP (n)(x,E) > 0, pour tout x ∈ Ea,
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car sinon Ea \ E serait invariant dans Ea qui est minimal par construction. Par
conséquent, tout sous-ensemble de Ea est atteignable à partir de tout point de Ea ;
Ea est donc absorbant et si X = Ea la châıne est ϕ-irréductible.

Nous avons également les résultats suivants [17] : chaque ensemble minimal Ea
se décompose en da classes périodiques Ca,j caractérisées par

P (nda+m)(x,E) = P (nda+m)(x,ECa,β), x ∈ Ca,α, β ≡ α+m(mod da),

et

lim
n→∞

P (nda+m)(x,E) = πa,β(E), x ∈ Ca,α, β ≡ α+m(mod da),

où la convergence est uniforme et à vitesse exponentielle, et les πa,β sont des pro-
babilités sur les ensembles E ⊂ Ea, vérifiant

πa,β
(
Ca,β

)
= 1, πa,β(E) > 0 si ϕ(ECa,β) > 0.

Signalons qu’en général les Ca,j ne sont pas disjoints, mais que pour tout n,

P (n)(x,Ca,jCa,k) = 0, j 6= k, à l’exception peut-être d’un ensemble de points
de ϕ-mesure nulle, et ϕ(Ca,jCa,k) = 0. Mais il est possible par une procédure de
réduction, décrite dans [17][p 204], de se ramener à un noyau “équivalent” pour
lequel les classes périodiques sont disjointes.

Si l’état initial est x, la probabilité que le système entre finalement dans l’en-
semble invariant Ea est

ρ(x,Ea) = lim
n→∞

P (n)(x,Ea),

où P (n)(x,Ea) est croissant en n. Si x ∈ Ea, alors ρ(x,Ea) = 1 et plus généralement,
en appliquant le théorème 1.6,

∑
a ρ(x,Ea) = 1. D’autre part, conditionnellement

à l’état initial x, la probabilité que le système atteigne finalement Ca,j est

ρ(x,Ca,j) = lim
n→∞

P (nda)(x,Ca,j),

où ρ(x,Ca,j) = 1 si x ∈ Ca,j . Alors

ρ(x,Ea) =

da∑
α=1

ρ(x,Ca,α), x ∈ Ea,

d’où pour tout x ∈ X

lim
n→∞

P (nda+m)(x,E) =
∑
a,α

ρ(x,Ca,α)πa,α+m(E),

α + m étant calculée mod da. La convergence est uniforme et exponentielle. Fina-
lement

(1.1) lim
n→∞

1

n

n∑
m=1

P (m)(x,E) =
∑
a

ρ(x,Ea)πa(E),

où

(1.2) πa(E) =

da∑
α=1

πa,α(E)

da
≡ q(x,E).

Ainsi πa est une probabilité telle que

πa(Ea) = 1, πa(E) > 0 si ϕ(EEa) > 0.

Bien entendu, pour chaque x ∈ X , la probabilité q(x, .) est invariante pour la châıne
de Markov, et si x ∈ Ea, alors q(x,E) = πa(E) est indépendant de x.

La question que l’on peut se poser concerne la dépendance de la décomposition
de X et des mesures πa,α en fonction du triplet (ν, ϕ, ε). En fait le nombre d’en-
sembles ergodiques Ea et les πa,α sont uniquement déterminés. A partir des πa,
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il est possible de décomposer X en définissant ¯̄Ea comme l’ensemble des x tels
que limn→∞ n−1

∑n
m=1 P

(m)(x,E) = πa(E), pour tout E ∈ F . De même pour les

classes de périodicité, C̄a,α sera l’ensemble des x tels que limn→∞ P (nda)(x,E) =
πa,α(E). Posons Ēa =

⋃
α C̄a,α, alors

X =
⋃
a

Ēa
⋃
F̄ ,

où F̄ = X \
⋃
a Ēa. Si E1, · · · , F est une autre décomposition de X alors pour tout

i, Ei ⊂ ¯̄Ei (après permutation éventuelle sur les indices), et Ca,α ⊂ C̄a,α.
Supposons la condition (D) vérifiée et définissons la mesure

ϕ̄(E) =
∑
a

πa(E).

Si

Ea ⊂ ¯̄Ea ⊂ Ea + F

Ca,α ⊂ C̄a,α ⊂ Ca,α + F

avec ϕ̄(F ) = 0, alors la classe des mesures ϕ intervenant dans la condition (D) se
caractérise par la relation

ϕ(E) =

∫
E

f(y)ϕ̄(dy) + ψ(E),

où ψ est une mesure confinée sur l’ensemble transient F et f est une fonction
positive et non nulle sur un sous-ensemble de ϕ̄-mesure non nulle de chaque C̄a,α.
Le théorème suivant résume les résultats obtenus :

Théorème 1.7. Sous la condition (D), q(x,E) définit, pour chaque x, une pro-
babilité invariante pour le processus de Markov ; si x ∈ Ea, q(., E) est indépendant
de x, q(x,E) = πa(E). Réciproquement, toute probabilité invariante est une com-
binaison linéaire convexe (coefficients positifs de somme 1) des πa.

Par conséquent, l’enveloppe convexe des πa définit l’ensemble des probabilités
invariantes d’un processus markovien satisfaisant à la condition de Doeblin.

La condition (D) regroupe plusieurs cas particuliers :

(1) La limite q(x,E) est indépendante de x si et seulement s’il n’y a qu’un
seul ensemble ergodique.

(2) La limite q(x,E) existe comme limite ordinaire (plutôt qu’en moyenne
de Cesaro) si et seulement s’il n’y a aucune classe périodique dans aucun
ensemble ergodique (da = 1 pour tout a).

(3) La limite q(x,E) est strictement positive pour tout x dès que ϕ(E) > 0,
si et seulement si l’ensemble transient est de ϕ-mesure nulle, et s’il n’y a
qu’un seul ensemble ergodique. Dans ce cas la châıne est ϕ-irréductible et
récurrente.

Appelons condition (D0), les conditions suivantes
– La condition (D) est satisfaite
– Il n’y a qu’un seul ensemble ergodique et cet ensemble ne contient aucune

classe cyclique.
Une châıne de Markov vérifiant la condition (D0) est ϕ-irréductible, apériodique
et satisfait à la condition de Doeblin. Dans ce cas, il existe une seule probabilité
invariante π, limite ordinaire des P (n)(x, .). De plus il existe des constantes γ et
ρ < 1 telle que

sup
x,E

∣∣P (n)(x,E)− π(E)
∣∣ ≤ γρn, n = 1, 2, · · · .
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La châıne est donc uniformément ergodique avec une vitesse de convergence géo-
métrique.

Lemme 1.8. La condition (D0) est équivalente à la condition suivante : il existe
n tel que

(1.3) sup
x,y,E

|P (n)(x,E)− P (n)(y,E)| = δ < 1.

La condition (D0) implique l’existence d’une probabilité invariante π et des constantes
γ, ρ, avec 0 < ρ < 1, telle que∣∣P (n)(x,E)− π(E)

∣∣ ≤ γρn, n = 1, 2, · · · .

L’introduction des fonctions mesurables bornées ρa(.) = ρ(., Ea) permet d’ex-
primer les expressions (1.1) et (1.2) sous la forme suivante :

lim
n→∞

sup
x,E

∣∣∣∣ 1n
n∑

m=1

P (m)(x,E)−
∑
a

ρa(x)πa(E)

∣∣∣∣ = 0,

avec ρa =
∑da
α=1 ρa,α et πa = d−1

a

∑da
α=1 πa,α. D’autre part, si d est le ppcm des da,

alors

lim
n→∞

P (nd+m)(x,E) =
∑
a

da∑
α=1

ρa,α(x)πa,α+m(E),

la convergence étant uniforme en x et en E.

1.2. Loi des grands nombres et théorème central limite. La loi forte
des grands nombres pour les processus (strictement) stationnaires s’applique aux
châınes de Markov dont la mesure initiale est une probabilité invariante π. Si f
est une fonction définie sur X , F-mesurable telle que Eπ|f | < ∞, alors la limite
limn n

−1
∑n
m=1 f(Xm) existe avec probabilité 1. Si la condition (D) est vérifiée par

le processus de Markov, les probabilités stationnaires générales sont de la forme∑
a qaπa, avec 0 ≤ qa et

∑
a qa = 1, d’où le théorème suivant [17][th. 6.2]

Théorème 1.9. Soit f une fonction définie sur X , mesurable par rapport à F
telle que ∫

Ea

|f(x)|dπa(x) <∞, a = 1, 2, · · · .

Alors, sous l’hypothèse (D) et pour toute distribution initiale,

lim
n→∞

1

n

n∑
m=1

f(Xm)

existe avec probabilité 1, et est donnée par
∫
Ea
f(x)dπa(x), si X1 ∈ Ea avec proba-

bilité 1.

Le théorème central limite s’applique également aux châınes de Markov satis-
faisant à la condition de Doeblin [17][th. 7.5] :

Théorème 1.10. Supposons la condition (D0) vérifiée et considérons une fonc-
tion f définie sur X à valeurs réelles, mesurable pour F telle que

Eπ|f(X1)|2+δ <∞,

pour un certain δ > 0. Alors

lim
n→∞

Eπ

{[
1√
n

n∑
m=1

(
f(Xm)− Eπf(Xm)

)]2}
= σ2

1
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existe ; si σ2
1 > 0, et si q(.) est une mesure initiale quelconque (de X1) alors,

lim
n→∞

Pq

{
1√
n

n∑
m=1

(
f(Xm)− Eπf(Xm)

)
≤ ε
}

=
1

σ1

√
2π

∫ ε

−∞
e−t

2/2σ2
1dt,

uniformément en ε.

Le théorème précédent s’applique également lorsque la condition (D) est vérifiée
avec un seul ensemble ergodique mais plusieurs classes cycliques. Si plusieurs en-
sembles ergodiques existent dans X , la distribution limite sera une moyenne pondérée
des distributions normales.

2. Point de vue des opérateurs

Dans la partie précédente, la décomposition ergodique de l’espace X , sous la
condition de Doeblin, fut obtenue par l’utilisation de méthodes probabilistes. Une
approche par la théorie des opérateurs linéaires définis sur des espaces de Banach est
également possible. Cette approche est particulièrement bien présentée dans l’article
[52] de Yosida et Kakutani, lequel développe les liens entre la notion d’opérateur
quasi-compact et la théorie ergodique. Cette approche est également traitée par
Neveu dans [44][§V.3].

2.1. Théorème ergodique uniforme. Le théorème ergodique uniforme est
un résultat sur la convergence en norme des itérés de l’opérateur P. Il décrit
également la classe des événements asymptotiques de la châıne de Markov associée.
Dans [52], ce théorème est appelé théorème ergodique uniforme ; la convergence
en norme étant appelée convergence uniforme. Dans ce même article est démontré
un théorème de convergence forte (“mean ergodic theorem”) des itérés de P sous
des hypothèses plus faibles. Précisons que ces théorèmes sont valables pour des
opérateurs linéaires plus généraux que les opérateurs markoviens, en particulier ils
ne supposent pas la positivité de l’opérateur.

Supposons maintenant que la fonction de transition vérifie la condition (D) et
montrons que l’opérateur S = lim

n→∞
Pnd est compact, où d est le ppcm des da.

Notons que S est un endomorphisme positif, de norme 1 et que pour tout entier m,

SPmd = PmdS = S.

La condition (D) étant vérifiée, nous obtenons l’expression

Sf(x) =
∑
a

da∑
α=1

ρa,α(x)ca,α(f),

où ca,α(f) =
∫
f(x)πa,α(dx).

Cette convergence uniforme implique que Pnd converge en norme vers S. En
effet, notons qu’il est possible d’associer à l’opérateur S la probabilité de transition

S(x, dy) =
∑
a

da∑
α=1

ρa,α(x)πa,α(dy),

ainsi

sup
x

∣∣Pndf(x)− Sf(x)
∣∣ = sup

x

∣∣∣∣∫ f(y)[P (nd)(x, dy)− S(x, dy)]

∣∣∣∣
≤ ‖f‖ sup

x
‖Pnd(x, .)− S(x, .)‖

où la norme dans le dernier terme de droite est la norme en variation totale. Pour
conclure, il suffit d’utiliser la convergence uniforme démontrée pour la condition
(D). D’autre part l’opérateur S, engendré par un nombre fini de fonctions ρa,α, est
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de rang fini, il est donc compact. Nous avons ainsi montré que si la fonction de
transition P (., .) vérifie la condition (D), alors il existe un entier n0 et un opérateur
compact Q tel que ‖Pn0 −Q‖ < 1.

Définition 2.1. Un endomorphisme P, défini sur un espace de Banach B, est
dit quasi-compact s’il existe une suite {Qn, n ≥ 1} d’endomorphismes compacts Qn
sur B telle que les itérés Pn de P vérifient limn→∞ ‖Pn−Qn‖ = 0. Cette définition
est équivalente à : il existe un entier n0 ≥ 1 et un endomorphisme compact Q tels
que ‖Pn0 −Q‖ < 1.

Désignons par K l’ensemble des opérateurs compacts de B dans B. Ce sous-
espace vectoriel est fermé, nous avons alors l’équivalence entre P est quasi-compact,
il existe n0 tel que d(Pn0 ,K) < 1 et limn→∞ d(Pn,K) = 0. Comme K est fermé, si
la suite des itérés de P (ou une suite extraite) converge en norme vers un opérateur
S celui-ci sera forcément compact. Bien entendu si la suite des itérés de P converge
vers un opérateur compact, alors P est quasi-compact. Dans [44], il est montré
qu’un opérateur quasi-compact admet une décomposition du type de celle trouvée
dans le cas de la condition de Doeblin. Plus précisément

Théorème 2.2 (théorème ergodique uniforme). Soit une probabilité de tran-
sition sur l’espace mesurable (X ,F) telle que l’opérateur P associé sur B(X ,F)
soit quasi-compact. Il existe alors des entiers da ≥ 1,

∑
da fonctions mesurables

positives bornées et
∑
da probabilités sur (X ,F) notées respectivement ρa,α, πa,α

(où α est un entier modulo da) telles que :

ρa,α = Pua,α+1, πa,α = πa,α−1P,∫
X
πa′,α′(dx)ρa,α(x) =

{
1 si a′ = a et α′ = α(da)
0 sinon∑

a

∑
α

ρa,α = 1,

et telles que si d désigne le ppcm des da :

lim
n→∞

∥∥Pnd+t −
∑
a

da∑
α=1

ρa,α−t ⊗ πa,α
∥∥ = 0.

Il résulte de cette convergence que :

lim
n→∞

∥∥ 1

n

n∑
1

P s −
∑
a

da∑
α=1

ρa ⊗ πa
∥∥ = 0,

si on a posé

ρa =

da∑
α=1

ρa,α, et πa =
1

da

da∑
α=1

πa,α.

La décomposition de l’espace X et la forme des événements asymptotiques sont
fournies par le corollaire suivant [44][§V.3] :

Corollaire 2.3. Les ensembles Ca,α := {ρa,α = 1} sont disjoints 2 à 2 et
sont respectivement des supports de πa,α. De plus P (x,Ca,α+1) = 1 si et seulement
si x ∈ Ca,α ; par conséquent

Px
(
Xn ∈ Ca,α+n, (n ∈ IN)

)
= 1 si x ∈ Ca,α.

Si les Aa,α désignent les événements asymptotiques 2 à 2 disjoints

Aa,α = lim inf
n
{Xn ∈ Ca,α+n},

alors
Px(Aa,α) = ρa,α(x), x ∈ X ,
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et d’ailleurs Aa,α = limn→∞ p.s.{Xn ∈ Ca,α+n}, pour tout Px. De plus, tout
événement asymptotique est équivalent à une somme d’événements Aa,α ; en parti-
culier

∑
a,αAa,α = X , Px p.s.

Nous en déduisons que si la châıne de Markov satisfait à la condition (D0),
qui implique que a = α = 1, alors elle sera ergodique dans le sens où la tribu des
événements asymptotiques est triviale. La réciproque est fausse en général.

En construisant le triplet ϕ, ν, ε à partir de la décomposition de X en ensembles
ergodiques, comme dans la section précédente, nous obtenons que la condition (D)
est vérifiée, d’où la proposition suivante :

Proposition 2.4. L’opérateur P associé à la fonction de transition P (x, dy),
défini sur B(X ,F) par

Pf(x) =

∫
P (x, dy)f(y)

est quasi-compact si et seulement si la fonction de transition vérifie la condition de
Doeblin (D).

Le caractère de quasi-compacité pour un opérateur dont le spectre est contenu
dans le disque unité, implique certaines propriétés sur ses valeurs propres de module
l’unité.

Lemme 2.5. Soit T un opérateur borné, dont le spectre est contenu dans le
disque unité et tel que ‖Tn−Q‖ < 1, pour un certain n > 0 et un certain opérateur
compact Q. Alors tout λ ∈ Σ(T ) tel que |λ|n > ‖Tn −Q‖ est isolé et le projecteur
propre correspondant Pλ est de rang fini.

La preuve figure dans [19][p. 709]. Ainsi pour un opérateur quasi-compact in-
duit par une probabilité de transition, les valeurs propres de module unité sont
isolées et les projecteurs propres correspondants sont de rang fini. L’ensemble des
points du spectre de module unité est fini, car compact (dans Σ(T ) compact) et
discret.

Si Tn/n converge faiblement vers zéro (i.e. pour tout x ∈ X et pour tout
f ∈ X ∗, (n−1Tnx, f) converge vers zéro) alors ces points sont des pôles d’ordre 1
de la résolvante de T [19][§ VIII.8.1, lemme 1 et théorème 3]. En particulier ceci
sera vérifié si T est un opérateur associé à une probabilité de transition. Notons
également que lorsque la condition (D0) est vérifiée, alors 1 est la seule valeur
propre de module unité, et le projecteur propre associé est de rang 1. Celui-ci n’est
autre que l’opérateur P1 défini par P1f(x) =

∫
f(y)dπ(y), où π désigne l’unique

probabilité invariante de la châıne.

2.2. Conditions en norme Lp et théorème central limite. Les résultats
présentés proviennent de [47][§ VII.4]. Nous supposerons que la châıne de Markov
admet une probabilité invariante π. Dans la suite les espaces Lp(π), seront notés
Lp. Il est également possible de définir l’opérateur adjoint de P, agissant dans L∞,
de la façon suivante : soit h ∈ L∞, comme π est invariante, la mesure

ν(A;h) =

∫
h(x)P (x,A)π(dx), A ∈ F ,

est absolument continue par rapport à π. ν(A;h) n’est autre que µP (A) où µ est
une mesure de densité h par rapport à la mesure π. La dérivée de Radon-Nikodym
de ν(.;h) par rapport à π(.) existe. Posons

P ∗h =
ν(dx;h)

π(dx)
.
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Alors P ∗ est un opérateur positif borné de L∞ dans L∞, tel que P ∗1 = 1. En outre,
π est une probabilité invariante pour P ∗ et pour tout f ∈ L1∫

f(x)P ∗h(x)π(dx) =

∫
f(x)ν(dx;h) =

∫
h(y)Pf(y)π(dy).

Il est possible d’étendre, par une procédure de troncature, P ∗ à l’espace L1

de telle façon que π soit invariante pour P ∗. Notons que cette construction est
compatible avec l’expression classique obtenue dans le cas d’une châıne de Markov
à espace d’états fini ; à savoir P ∗(x, y) = P (y, x)π(y)/π(x).

Définition 2.6. Une châıne de Markov est dite satisfante une condition en
norme Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, (ou condition Lp) si l’opérateur P associé vérifie

lim
n→∞

sup
f⊥1

‖Pnf‖p
‖f‖p

→ 0,

où f ⊥ 1 signifie que
∫
f(x)π(dx) = 0.

Nous avons alors le théorème suivant ([47] § VII.4 théorème 1) :

Théorème 2.7. Considérons une fonction de transition P de mesure de proba-
bilité invariante π. Les conditions en norme Lp, 1 < p < ∞, pour l’opérateur P
associé sont toutes équivalentes les unes aux autres. De plus, la condition L∞ pour
l’opérateur P et la condition L1 pour l’opérateur P ∗ sont mutuellement équivalentes
et sont équivalentes à la condition (D0). Cependant elles sont plus fortes que la
condition L2.

Remarque 2.8. Comme pour 1 < p < ∞, toutes les conditions Lp sont équi-
valentes, nous ne considérerons que la condition L2. Si la châıne est réversible, i.e
P = P ∗, alors la condition L∞ pour l’opérateur P est équivalente à la condition
L∞ pour l’opérateur adjoint.

Exemple 1. Rosenblatt [47] donne un exemple de châıne de Markov vérifiant la
condition (D0), mais dont le processus inversé dans le temps ne vérifie pas la condi-
tion (D0). Par conséquent l’opérateur P (resp. l’opérateur P ∗) vérifie la condition
L∞ (resp. la condition L1), mais pas la condition L1 (resp. la condition L∞). Il
donne également l’exemple suivant d’une châıne de Markov réversible satisfaisant
à la condition L2, mais dont l’opérateur P = P ∗ ne vérifie ni la condition L∞ ni la
condition L1. Considérons une suite (Xn) de variables aléatoires gaussiennes telles
que E(Xn) = 0 et E(Xn+mXn) = |η|m, où 0 < |η| < 1. Cette suite forme une
châıne de Markov sur IR et l’espérance conditionnelle E(Xn+1|X1 = x1) est une
variable aléatoire gaussienne de moyenne ηx1 et de variance 1 − η2n. La fonction
de transition de la châıne de Markov admet donc pour densité

p(x, y) =
1√

2π(1− η2)
exp

(
− (y − ηx)2

2(1− η2)

)
,

d’où

P (n)(x,A) =
1√

2π(1− η2n)

∫
A

exp

(
− (y − ηnx)2

2(1− η2n)

)
dy,

et

lim
n→∞

P (n)(x,A) =
1√
2π

∫
A

e−y
2/2dy.

Cette châıne de Markov admet donc pour probabilité invariante, la mesure gaus-
sienne, que nous désignerons par γ. Cependant, la convergence n’est pas uniforme
car P (n)(x,A) peut être rendu arbitrairement petit pour x suffisamment grand (A
étant un intervalle fini). Cette châıne de Markov est irréductible pour la mesure de
Lebesgue, récurrente positive mais ne vérifie pas la condition (D0) de Doeblin. Par
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contre, elle satisfait à une condition L2, car en introduisant la base orthonormée
des polynômes d’Hermite hi(x) sur L2(γ), nous obtenons l’expression suivante

p(x, y) =

∞∑
i=0

ηihi(x)hi(y)
e−y

2/2

√
2π

.

Par conséquent, pour toute fonction f ∈ L2(γ) centrée nous avons

‖Pnf‖22 =

∞∑
i=1

η2ni〈hi, f〉 ≤ η2n‖f‖22.

Plus précisément, supf⊥1 ‖Pnf‖2/‖f‖2 = |η|n tend vers zéro quand n tend vers
l’infini. Notons également que l’opérateur P est un opérateur de Hilbert-Schmidt
dans L2(γ) car ∫

p(x, y)2γ(dx)γ(dy) ≤ 1

2π(1− η2)
<∞,

par conséquent il est compact dans L2(γ). Cependant, il ne peut être compact
dans B(IR,B) où B désigne la tribu des Boréliens dans IR . En effet, il serait alors
quasi-compact et vérifierait alors la condition de Doeblin, en contradiction avec
l’observation précédente.

Exemple 2. B. Mann [39] donne un exemple de châıne de Markov finie qui ne
vérifie pas la condition L2. Soit (Xn) une châıne de Markov irréductible réversible
et apériodique définie sur un espace d’états fini G. Soient P son noyau de transition
et π son unique probabilité invariante ; considérons alors la châıne de Markov (Yn)
définie sur l’espace d’états

S =

{
(x, y) ∈ G×G : P (x, y) > 0

}
,

par Yn = (Xn, Xn+1). Cette châıne est également irréductible et apériodique, mais
non nécessairement réversible. Son noyau de transition s’exprime par

P̃
(
(x, y), (z, ω)

)
=

{
P (z, ω) si y = z,

0 sinon

et la probabilité invariante est

µ(x, y) = π(x)P (x, y).

Soit une fonction g : G → IR de moyenne nulle pour la mesure π, construisons la
fonction f : S → IR par f(x, y) = g(x). Cette fonction f est de moyenne nulle pour

la mesure µ et ‖f‖2,µ = ‖P̃ f‖2,µ. La châıne de Markov (Yn) ne satisfait donc pas à
une condition L2, la condition de Doeblin (D0) n’est donc pas satisfaite. Signalons
que le symétrisé multiplicatif n’est pas irréductible ; les sous-ensembles ergodiques
sont déterminés par la première coordonnée du couple (x, y). Le théorème 2.1 ne

s’applique pas dans ce cas, néanmoins le symétrisé de P̃ 2 est irréductible. Cette
remarque est générale, si 1 est une valeur propre multiple du symétrisé multiplicatif
d’un opérateur markovien P alors celui-ci ne vérifie pas de condition L2.

Nous avons vu dans la section précédente que la condition (D0) implique le
théorème central limite. En fait la condition L2, qui est plus faible, suffit à obtenir
un théorème central limite. Considérons une châıne de Markov stationnaire, de
probabilité invariante π, satisfaisant à la condition L2 et une suite de fonctions
réelles F-mesurables

fk,n, k = 1, · · · , kn, n = 1, 2, · · ·

telles que Eπfk,n = 0 et kn → ∞, quand n → ∞. Posons Sn =
∑kn
k=1 fk,n(Xk),

nous avons le théorème suivant [47] :
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Théorème 2.9. Soit (Xk; k = 0±1, · · · ) une châıne de Markov stationnaire de
probabilité invariante π. Si les fonctions fk,n sont uniformément de carré intégrable
en k, n avec

Eπ|Sn|2 ∼= knσ
2, σ2 > 0,

quand n→∞, et si le processus satisfait à la condition L2, alors

lim
n→∞

P
{
k−1/2
n σ−1Sn ≤ x

}
=

∫ x

−∞

1√
2π
e−u

2/2du.

Dans le cas fk,n = fn, et kn = n, B. Mann [39] donne une borne explicite du
type Berry-Esséen pour une châıne de Markov définie sur un espace dénombrable
et vérifiant la condition

sup
f⊥1

‖Pf‖2
‖f‖2

= β < 1.

Cette condition implique une condition L2, car si nous posons

ϕ(n) := sup
f⊥1

‖Pnf‖2
‖f‖2

,

alors ϕ(n + m) ≤ ϕ(n)ϕ(m). Par conséquent si ϕ(1) ≤ β alors ϕ(n) ≤ βn. Notons
que la réciproque est également vraie ([47][p. 216]), à savoir qu’une condition L2

est satisfaite si et seulement s’il existe deux constantes K et 0 < η < 1 telles que
pour tout n

sup
f⊥1

‖Pnf‖2
‖f‖2

≤ Kηn.

B. Mann [39] montre que la châıne de Markov construite dans l’exemple 2
de la section précédente ne vérifie pas le théorème central limite. En effet, soit la
fonction f(x, y) = g(x) − g(y) où g est une fonction à valeurs réelles définie sur
G et de moyenne nulle. f est de moyenne nulle pour la probabilité invariante µ et
Sn = g(X0)− g(Xn).

3. Point de vue du mélange

Les résultats présentés dans cette partie proviennent en partie de [18]. Ce point
de vue, qui dépasse le cadre des châınes de Markov, traite des propriétés des suites
de variables aléatoires dépendantes et stationnaires.

3.1. Mesures de dépendance. Soient (X ,F , P ) un espace probabilisé et
deux sous tribus A,B de F . Pour mesurer la dépendance de ces deux tribus, on
définit plusieurs coefficients :

α(A,B) = sup
∣∣P (AB)− P (A)P (B)

∣∣, A ∈ A, B ∈ B(3.1)

φ(A,B) = sup
∣∣P (B|A)− P (B)

∣∣, A ∈ A, B ∈ B, P (A) > 0(3.2)

φrev(A,B) = φ(B,A)(3.3)

ψ(A,B) = sup

∣∣P (AB)− P (A)P (B)
∣∣

P (A)P (B)
, A ∈ A, B ∈ B(3.4)

ρ(A,B) = sup
∣∣Corr(X,Y )

∣∣, X ∈ L2(A), Y ∈ L2(B)(3.5)

β(A,B) = sup
1

2

I∑
i=1

J∑
j=1

∣∣P (AiBj)− P (Ai)P (Bj)
∣∣(3.6)

où dans la dernière expression, le supremum est pris sur toutes les partitions (Ai),
(Bj) de X avec Ai ∈ A, et Bj ∈ B. En particulier, notons par PA (resp. PB)
la probabilité restreinte à la tribu A (resp. B), alors le coefficient β(A,B) peut
s’exprimer par

β(A,B) = ‖PA ⊗ PB − PA⊗B‖Var.
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Ces divers coefficients sont réliés entre eux par les relations suivantes :

2α(A,B) ≤ β(A,B) ≤ φ(A,B) ≤ 1

2
ψ(A,B),

4α(A,B) ≤ ρ(A,B) ≤ ψ(A,B),

ρ(A,B) ≤ 2φ1/2(A,B).φ
1/2
rev(A,B),

ρ(A,B) = sup
{
‖E(f |B)− Ef‖2/‖f‖2, f ∈ L2(A), f réelle

}
,

α(A,B) ≤ 1/4, β(A,B) ≤ 1, φ(A,B) ≤ 1, ρ(A,B) ≤ 1.

D’autre part si X,Y désignent deux v.a.r. mesurables respectivement par rap-
port à A et B, la covariance entre X et Y vérifie les inégalités suivantes :

|Cov(X,Y )| ≤ 8α1/r(A,B)‖X‖p‖Y ‖q, p, q, r ≥ 1,
1

p
+

1

q
+

1

r
= 1,

|Cov(X,Y )| ≤ 2φ1/p(A,B)‖X‖p‖Y ‖q, p, q ≥ 1,
1

p
+

1

q
= 1,

|Cov(X,Y )| ≤ ψ(A,B)‖X‖1‖Y ‖1,
|Cov(X,Y )| ≤ ρ(A,B)‖X‖2‖Y ‖2.

3.2. Conditions de mélange. Soit (Xk, k ∈ ZZ) une suite de v.a.r., introdui-
sons pour tout −∞ ≤ n ≤ m ≤ ∞ la tribu Fmn engendrée par les Xk, n ≤ k ≤ m.
On définit alors pour tout n ≤ 1 les quantités suivantes :

α(n) := sup
m∈ZZ

α(Fm−∞,F∞m+n),

φ(n) := sup
m∈ZZ

φ(Fm−∞,F∞m+n),

ψ(n) := sup
m∈ZZ

ψ(Fm−∞,F∞m+n),

ρ(n) := sup
m∈ZZ

ρ(Fm−∞,F∞m+n),

β(n) := sup
m∈ZZ

β(Fm−∞,F∞m+n)

La suite (Xk) sera dite
– fortement mélangeante si limn→∞ α(n) = 0,
– φ-mélangeante si limn→∞ φ(n) = 0,
– ψ-mélangeante si limn→∞ ψ(n) = 0,
– ρ-mélangeante si limn→∞ ρ(n) = 0,
– absolument régulière si limn→∞ β(n) = 0.
Il est possible d’adapter les définitions précédentes aux suites (Xk) définies

seulement pour les k ∈ IN, en modifiant la définition de α(n) de la façon suivante :
α(n) = supm≥1 α(Fm1 ,F∞m+n) ; de même pour les autres coefficients.

Remarque 3.1. Si la suite (Xk, k ∈ ZZ) est stationnaire, chaque coefficient peut
être défini plus simplement ; par exemple de la façon suivante pour α,

α(n) := α(F0
−∞,F∞n ).

Une suite stationnaire (X1, X2, · · · ) peut être prolongée en une suite (Xk, k ∈ ZZ)
également stationnaire. Les diverses propriétés de mélange se conservent avec les
mêmes coefficients.

La condition de φ-mélange n’est pas nécessairement préservée lors d’un chan-
gement de direction du “temps” dans la suite (Xk, k ∈ ZZ). En effet, celle-ci est ca-
ractérisée par φrev(n) := supm∈ZZ φ(F∞m+n,FJ−∞). Il existe des exemples de châınes
de Markov à espace d’états fini, stationnaires telles que φ(n)→ 0 quand n→∞ et
φrev(n) = 1, pour tout n ≥ 1.
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Nous avons les implications suivantes entre les diverses conditions de mélange

ψ −mélange =⇒ φ−mélange =⇒
{
β −mélange =⇒ α−mélange,
ρ−mélange =⇒ α−mélange.

Signalons qu’il y a équivalence pour les processus stationnaires Gaussien entre les
propriétés de ρ−mélange et de α−mélange. En effet, un théorème de Kolmogorov-
Rozanov démontre la double inégalité suivante :

α(n) ≤ ρ(n) ≤ 2πα(n).

D’autres conditions, dites de mélange, sont définies dans le cadre de la théorie
ergodique. Soit X = (Xn)n∈ZZ une suite stationnaire, considérons alors l’espace de

probabilité (IRZZ,BZZ, P ) où B désigne la tribu des boréliens de IR et P la distribution
de X. Soit θ l’opérateur de translation défini par (θX)n = Xn+1.

– (Xn) sera dite mélangeante (au sens de la théorie ergodique) si pour tout
A,B ∈ F∞−∞ := BZZ

lim
n→∞

P (A ∩ θnB) = P (A)P (B).

– (Xn) sera dite régulière si la tribu
⋂∞
n=1 F

−n
−∞ est triviale (i.e. ne contient

que des événements de probabilité 0 ou 1). D’après le théorème 17.1.1 dans
[30], une condition nécessaire et suffisante pour qu’une suite stationnaire soit
régulière, est que pour tout B ∈ F∞ := F∞−∞,

lim
n→−∞

sup
A∈Fn−∞

|P (AB)− P (A)P (B)| = 0.

– (Xn) sera dite ergodique si la tribu des événements invariants par θ est
triviale.

Nous avons alors les implications

α−mélange =⇒ régulière =⇒ ergodique mélangeante =⇒ ergodicité.

3.3. Mélange et théorème de la limite centrale. Soit X = (Xn, n ∈ ZZ)
une suite stationnaire centrée, posons Sn = X1 + · · ·+Xn, et σ2

n = E|Sn|2. Si X est
φ−mélangeante et si limn→∞ σ2

n =∞, alors σ2
n = nL(n), où L(n) est une fonction

variant lentement, i.e. que pour tout x ≥ 0, limt→∞ L(tx)/L(t) = 1 [30][th. 18.2.3].
Dans le cas d’une suite stationnaire φ − mélangeante les théorèmes 18.5.1 et

18.5.2 dans [30] fournissent une condition suffisante pour que X satisfasse un
théorème de la limite centrale

Théorème 3.2. Soit X une suite stationnaire φ−mélangeante.
– Si E|Xj |2+δ < ∞ pour un certain δ > 0 et σ2

n → ∞, quand n → ∞, alors
Sn/σn converge vers une variable aléatoire de loi normale.

– Si
∑
n φ(n)1/2 <∞, alors σ2/n converge vers

σ2 = E(X2
0 ) + 2

∞∑
k=1

E(X0Xk) <∞.

Si σ2 6= 0, alors Sn/(σn
1/2) converge vers une variable aléatoire de loi nor-

male.

Pour une suite stationnaire α − mélangeante, nous avons le théorème suivant
[30][th. 18.5.3, th. 18.5.4] :

Théorème 3.3. Soit X une suite stationnaire α−mélangeante.
– Si E|Xj |2+δ <∞ pour un certain δ > 0 et

∞∑
n=0

α(n)δ/(δ+2) <∞,
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pour un certain δ > 0, alors σ2
n/n converge vers σ2 <∞ (défini au théorème

précédent). Si de plus σ2 6= 0 alors Sn/(σn
1/2) converge vers une variable

aléatoire de loi normale.
– Si les Xj sont bornées, i.e. qu’il exite une constante c telle P (|Xj | < c) = 1

alors σ2 <∞, et si
∞∑
n=1

α(n) <∞,

alors lorsque σ2 6= 0, Sn/(σn
1/2) converge vers une variable aléatoire de loi

normale.

Le cas d’une suite ρ-mélangeante fait l’objet du théorème suivant [31, 32] :

Théorème 3.4. Une suite stationnaire X vérifie les propriétés suivantes :

(1) Si limn→∞ ρ(n) = 0, alors supn σ
2
n <∞, ou σ2

n = nL(n), L(n) étant une
fonction variant lentement. Si limn→∞ σn = ∞ et E|Xj |2+δ < ∞ pour
un certain δ > 0, alors Sn/σn converge vers une variable aléatoire de loi
normale.

(2) Si
∑∞
n=1 ρ(2n)1/2 <∞, alors σ2

n = 2πnf(0)(1 + o(1)), où f est la densité
spectrale de X et f(0) 6= 0. De plus Sn/σn converge vers une variable
aléatoire de loi normale.

Nous verrons ci-dessous qu’une châıne de Markov vérifiant la condition (D0) est
φ-mélangeante et que φ(n) est à décroissance géométrique. Nous retrouvons ainsi
que le théorème de la limite centrale s’applique pour une telle châıne.

3.4. Conditions de mélange pour les châınes de Markov stationnaires.
Nous avons les résultats suivants

Théorème 3.5. Soit (Xk, k ∈ ZZ) une châıne de Markov stationnaire, alors
nous avons pour tout n ≥ 1,

(1) α(n) := α
(
σ(X0), σ(Xn)

)
,

(2) φ(n) := φ
(
σ(X0), σ(Xn)

)
,

(3) ψ(n) := ψ
(
σ(X0), σ(Xn)

)
,

(4) ρ(n) := ρ
(
σ(X0), σ(Xn)

)
,

(5) β(n) := β
(
σ(X0), σ(Xn)

)
.

En outre, si ρ(n)→ 0, φ(n)→ 0, ψ(n)→ 0, alors respectivement ρ(n), φ(n), ψ(n)
tendent vers 0 exponentiellement vite.

Il est possible de construire une châıne de Markov stationnaire d’espace d’états
dénombrable dont la décroissance de α(n) n’est pas géométrique. Un tel processus
est α-mélangeant, mais pas ρ-mélangeant (car 4α(n) ≤ ρ(n)).

Rosenblatt [47] compare certaines conditions de mélange pour une châıne de
Markov aux conditions sur les normes de l’opérateur markovien associé. En parti-
culier il démontre les lemmes suivants :

Lemme 3.6. Une châıne de Markov d’opérateur associé P et de probabilité
invariante π est fortement mélangeante si et seulement si

lim
n→∞

sup
f⊥1

‖Pnf‖1
‖f‖∞

= 0.

Comme pour tout 1 ≤ p ≤ ∞, nous avons les inégalités ‖f‖1 ≤ ‖f‖p ≤ ‖f‖∞,
nous obtenons le lemme suivant :
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Lemme 3.7. Soit une châıne de Markov d’opérateur associé P et de probabilité
invariante π. Si

lim
n→∞

sup
f⊥1

‖Pnf‖p
‖f‖p

= 0,

pour au moins un p, 1 ≤ p ≤ ∞, alors la châıne est fortement mélangeante.

Lemme 3.8. Une châıne de Markov stationnaire (Xk, k ∈ ZZ) est ρ-mélangeante
si et seulement si elle satisfait à une L2-condition.

Nous retrouvons bien le fait que la propriété de ρ-mélange implique la propriété
d’être fortement mélangeant. La réciproque n’est pas vraie en général ; d’après le
théorème 2.7 il faut pour cela que la châıne de Markov soit fortement mélangeante et
ne vérifie aucune Lp condition, 1 < p ≤ ∞. Elle peut vérifier la condition en norme
L1 mais une telle châıne ne pourra vérifier la condition (D0). Nous en déduisons
donc que la condition (D0) implique la propriété de ρ-mélange ; en fait nous avons
une équivalence plus forte [47][pp 212-213] :

Lemme 3.9. Une châıne de Markov stationnaire satisfait à la condition (D0)
si et seulement si elle est φ-mélangeante.

Le processus gaussien de l’exemple 1 est une châıne de Markov ρ-mélangeante
mais non φ-mélangeante.

Le cas d’une châıne de Markov Harris récurrente est traité par le théorème
suivant :

Théorème 3.10. Toute châıne de Markov sur IR stationnaire apériodique et
Harris récurrente est absolument régulière. Plus généralement, pour toute châıne
de Harris récurrente réelle et stationnaire, limn→∞ β(n) = 1 − 1/p, où p est la
période.

3.5. Inégalités exponentielles. Les conditions de α-mélange et de φ-mélan-
ge permettent, sous certaines conditions, d’obtenir une inégalité exponentielle pour
la probabilité de déviation de la somme de variables aléatoires dépendantes. Nous
n’expliciterons ici que certains des résultats présentés dans [18][§1.4.2]. En parti-
culier le résultat suivant obtenu par Collomb [12] :

Proposition 3.11. Soit (Xn) une suite de v.a.r. centrées et φ-mélangeante
telle que

∣∣Xn

∣∣ ≤ 1 et
∑∞
n=1 φ(n) <∞. Posons

b = 8
(

1 + 4

∞∑
n=1

φ(n)
)
, a = 2 exp(3

√
e), σ2 = sup

n
E|Xn|2.

Alors si nσ2 ≥ 1 et 0 ≤ x ≤ bσ2/(8kn), où kn = inf
{
k;φ(k)/k ≤ n−1

}
,

P
(∣∣∣n−1

n∑
i=1

Xi

∣∣∣ ≥ x) ≤ a exp
{
−nx

2

bσ2

}
.

Appliquons ce résultat au cas d’une châıne de Markov vérifiant la condition de
Doeblin (D0). Elle est alors φ-mélangeante et φ(n) ≤ 2ηn où 0 < η < 1. Soit f une
fonction réelle, bornée par 1 et de moyenne nulle pour la probabilité invariante π de
la châıne. La suite de v.a.r. Yn := f(Xn) satisfait aux hypothèses de la proposition
précédente. Nous avons

8 ≤ b ≤ 8(1 + 7η)

1− η
, σ2 = ‖f‖2π.

Nous obtenons ainsi l’inégalité suivante, pour tout 0 ≤ x ≤ ‖f‖2/(8bkn) et n‖f‖2 ≥
1 :

P
(∣∣∣n−1

n∑
i=1

Xi

∣∣∣ ≥ x) ≤ a exp
{
− nx2(1− η)

8‖f‖2(1 + 7η)

}
.
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Nous verrons au chapitre 6 que nous pouvons dans ce cas, obtenir par la technique
des perturbations une meilleure borne (voir aussi [18][th. 5 §1.4.2]).

Le cas d’une suite fortement mélangeante est traité en particulier dans [8].
Posons I = P

(
|
∑n
i=1Xi| ≥ x

√
n
)
. Pour tout 0 < a < 1, il existe un b > 0 tel que

pour tout n suffisamment grand :
– si α(n) ≤ ven , pour 0 ≤ v < 1, alors I ≤ 2 exp

{
−bn1/2−ax

}
,

– si α(n) ≤ vn, pour 0 ≤ v < 1, alors I ≤ 2 exp
{
−bn−a/2x

}
,

– si α(n) ≤ n−v, pour v > 0, alors I ≤ 2 exp
{
−bx(log n)1−a/

√
n
}
.

4. Compléments

Les définitions de l’irréductibilité d’une châıne de Markov, de la notion de châıne
Harris récurrente et les résultats correspondant proviennent de [41]. L’étude de la
condition de Doeblin est développée dans [17], où la partition de l’espace d’états
en sous-classes ergodiques et en un ensemble transient est démontrée.

Les liens entre la notion d’opérateur quasi-compact introduite en 1937 par N.
Kryloff & N. Bogoliouboff, l’ergodicité uniforme et la condition de Doeblin sont
développés dans l’article [52]. Notons cependant que la définition de la condition
de Doeblin utilisée dans cet article est légèrement différente de celle donnée dans
[17]. La démonstration de l’ergodicité uniforme pour un noyau quasi-compact figure
également dans [44].

Le caractère discret du spectre d’un opérateur quasi-compact borné est prouvé
dans [19]. En particulier, si T est un noyau markovien quasi-compact, alors 1 est
une valeur propre isolée. Cette propriété des opérateurs quasi-compacts s’obtient
également en considérant la notion de spectre essentiel d’un opérateur T ∈ B(X),
algèbre des opérateurs linéaires bornés définis sur un espace de Banach X, [34, 20].
Le spectre essentiel d’un opérateur T ∈ B(X) est défini comme le spectre de l’image
de T dans l’algèbre de Calkin, quotient de B(X) par l’idéal des opérateurs compacts
muni de la norme quotient. Alors, un point du spectre de T n’appartenant pas au
spectre essentiel est une valeur propre isolée de multiplicité algébrique finie [20].
Dans le cas d’un opérateur quasi-compact, il existe n0 tel que Tn0 admette un rayon
spectral essentiel strictement inférieur à 1. Une démarche réciproque conduirait à
considérer des opérateurs bornés T dont le rayon spectral essentiel de Tm, pour un
certain m ≥ 1, est strictement inférieur à 1. Dans ce cas, I − T est un opérateur
de Fredholm d’indice nul [20][Th I-4.4] et si 1 est une valeur propre de T alors
1 sera une valeur propre isolée de multiplicité algébrique finie. Montrons que T
est alors quasi-compact. Pour cela, il faut faire appel aux notions de mesure de
non-compacité introduites dans [20], en particulier :

β̃(T ) = inf
{
δ > 0 : T (B) admet un recouvrement fini par des boules de rayon δ

}
,

où B est la boule fermée (ou ouverte) unité, et

c(T ) = inf
{
ε > 0 : il existe un s.e.v. M tel que

codimM <∞ et tel que ‖Tx‖ ≤ ε‖x‖ pour tout x ∈M
}
.

Notons qu’il est possible de ne considérer que des sous-espaces M fermés. Il est
prouvé dans [20][§ I-2,4] que 1

2 β̃(T ) ≤ c(T ) ≤ 2β̃(T ), que c(T ) est une semi-norme
et que le rayon spectral essentiel est donné par

re(T ) := lim
n→∞

[
c(Tn)

]1/n
= lim
n→∞

[
β̃(Tn)

]1/n
.

Ainsi, si le rayon spectral essentiel de T est strictement inférieur à 1, il existe
alors un m tel que c(Tm) = α < (1/2), d’où un sous-espace vectoriel fermé M
de codimension finie tel que ‖Tmx‖ <

(
c(T ) + ε

)
‖x‖ pour tout x ∈ M et ε > 0.

M étant de codimension finie, il existe un sous-espace vectoriel L de dimension
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finie tel que X = L ⊕M. Soit P le projecteur continu sur L, qui est un opérateur
compact, car de rang fini, alors pour tout x ∈ X, nous avons ‖Tm(I − P )x‖ <
(1/2 + ε)‖(I − P )x‖ < (1 + ε)‖x‖. Comme TmP est compact, nous avons prouvé
que T est quasi-compact.

Les définitions et les principales propriétés des suites stationnaires mélangeantes
sont issues de [18]. Voir également [7] pour une bonne introduction. Le coefficient ρ
fut introduit par Hirschfeld (1935) et Gebelein (1941), le coefficient α par Rosenblatt
en 1956, le coefficient β par Kolmogorov avant 1959, le coefficient ψ par Ibragimov
en 1962 et le coefficient φ par Bum, Hanson et Koopmans en 1963. Les liens entre les
propriétes mélangeantes et les conditions en norme Lp du noyau markovien d’une
châıne de Markov sont démontrés dans [47], qui contient également de nombreux
autres résultats. Les suites stationnaires mélangeantes sont étudiées en détail dans
[30], dont la représentation spectrale et le théorème de la limite centrale.

Toutes les définitions des propriétés mélangeantes s’étendent au cas du temps
continu. Cependant, les notions d’hypercontractivité et d’ultracontractivité semblent
plus intéressantes pour les processus markoviens. Dans [3], un processus (Xt, t ≥ 0)
défini sur un espace de probabilité (Ω, P ), est dit hypercontractif s’il existe une
constante λ > 0 telle que pour tous p ≥ 1, q ≥ 1 et t ≥ 0,

q − 1 ≤ (p− 1)eλt =⇒ ∀f, ‖E(f(Xt)|X0)‖q ≤ ‖f(Xt)‖p.
Dans ce cas, |E[f(Xt)g(X0)]| ≤ ‖g(X0)‖q′‖f(Xt)‖p, avec 1/q′ + 1/q = 1 et (p −
1)(q′ − 1) ≥ e−λt. En particulier, pour un semi-groupe markovien de probabilité
invariante π, l’hypercontractivité s’écrit simplement par

q − 1 ≤ (p− 1)eλt =⇒ ∀f, ‖Ptf‖Lq(π) ≤ ‖f‖Lp(π).

Pour plus de détails, se reporter à [3, 28], où l’équivalence entre l’hypercontractivité
et les inégalités de Sobolev logarithmiques est décrite, et à [2] pour le lien entre
certaines inégalités de Sobolev logarithmiques et l’existence d’un trou spectral.

Dans [28], un semi-groupe Pt de mesure réversible π est dit ultracontractif, si
pour tout t > 0 et tout 1 ≤ p ≤ ∞, Pt est contractif de Lp(π) dans Lp(π) et si
pour tout t > 0, ‖Pt‖2→∞ = Ct < ∞. Le semi-groupe Pt étant autoadjoint, nous
en déduisons en passant dans les espaces duaux que ‖Pt‖1→2 ≤ Ct. Ainsi

‖Pt‖1→∞ ≤ ‖Pt/2‖2→∞‖Pt/2‖1→2 ≤ C2
t/2.

Supposons que le semi-groupe admette un noyau continu pt(x, y) tel que pour tout
f ∈ L1(π)

Ptf(x) =

∫
pt(x, y)f(y)π(dy),

alors ce noyau est uniformément borné et

|pt(x, y)| ≤ C2
t/2, t > 0, ∀x, y.

En particulier, ceci implique que l’opérateur Pt est de Hilbert-Schmidt, donc com-
pact dans L2(π), [28, 2].



CHAPITRE 6

Inégalités dans le cas général

L’objectif de cette partie est d’étendre, dans un premier temps, aux châınes
de Markov définies sur un espace d’états quelconque, les bornes exponentielles du
type Chernoff obtenues dans le cas fini. Nous ne considérerons que des châınes de
Markov ψ-irréductibles, positives récurrentes, i.e. possédant une unique probabilité
invariante π. Une première méthode pour obtenir une telle borne consiste à supposer
une propriété de ρ-mélange sur le processus. Cette propriété étant équivalente à une
L2-condition (cf lemme 5-(3.8)), elle se ramène à

β = sup

{
‖Pg‖2
‖g‖2

; π.g = 0, g 6= 0

}
< 1.

Notons que cette condition implique que le rayon spectral de P⊥, restriction de P
au sous-espace fermé des fonctions de moyenne nulle est strictement inférieur à 1.
Comme P⊥ est borné, son spectre est strictement inclus dans le disque unité. La
distance (ou trou spectral) entre la valeur propre 1 de P et le spectre de P⊥ est
alors inférieure à 1− β.

Nagaev [42] semble avoir été le premier à utiliser la méthode des perturbations
pour obtenir des résultats asymptotiques dans le cadre d’une châıne de Markov
satisfaisant à la condition de Doeblin (D0). En particulier il obtient un théorème
central limite sous la condition que f ∈ L2(π) [42][th. 2.2]. Ce résultat améliore
celui du théorème 5-(1.10). Nagaev obtient également, sous certaines hypothèses,
par la méthode des perturbations un développement asymptotique au premier ordre
de la différence P (n−1/2σ−1Sn ≤ x) − Φ(x), Φ(x) étant la fonction de répartition
de la loi normale [43][th. 2].

Lorsqu’une fonction mesurable f vérifie les conditions suivantes :∫
f(x)π(dx) = 0, sup

x
|f(x)| ≤ 1,

∫
f2(x)π(dx) ≤ b2,

il est alors possible d’obtenir la majoration suivante [38] :

Pπ

(
n−1

n∑
i=1

f(Xi) ≥ γ
)
≤ exp

{
−n(1− β)γ2

8b2

(
1− γ

2b2

)}
, γ ≤ 2b2.

Cette borne s’étend également aux processus markoviens, en supposant qu’il existe
λ > 0 tel que

‖Ptg‖2 ≤ e−λt‖g‖2, ∀t ≥ 0, πg = 0.

La deuxième méthode consistera à étendre la méthode des perturbations utilisée
dans le cas d’un espace fini, au cas général. Pour appliquer les résultats décrits
dans la partie précédente, il suffira de supposer d’une part que 1 est une valeur
propre isolée du spectre du noyau markovien et d’autre part que le projecteur
propre associé est de rang fini (resp. 0 est une valeur propre isolée du générateur
infinitésimal, dont le projecteur propre associé est de rang fini). Or nous avons vu
(cf lemme 5-(2.5)) qu’il suffit pour cela que le noyau markovien de la châıne soit
quasi-compact, condition elle même équivalente à ce que la châıne satisfasse à la

97
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condition de Doeblin. Rappelons que la condition (D0) est équivalente à la propriété
de φ-mélange (cf lemme 5-(3.9)) condition plus forte que celle de ρ-mélange.

1. Châınes de Markov

Soit un noyau markovien P défini sur un espace X , dont la valeur propre 1
est isolée. Notons par ε(P ) la distance de 1 au reste du spectre de P. Supposons
également qu’il existe une unique probabilité invariante π pour le noyau markovien
et que ce noyau agit sur L2(π). P est donc un opérateur borné défini sur l’espace de
Hilbert L2(π) et l’existence d’une unique probabilité invariante implique que 1 est
une valeur propre de multiplicité 1 (relation entre le spectre de P et de son adjoint)
donc que le projecteur propre noté Eπ est de rang fini 1.

L’espace H = L2(π) admet alors la décomposition H = M ′ ⊕M ′′, où M ′ =
EπH, et les restrictions PM ′ et PM ′′ de P à M ′ et M ′′ admettent pour spectre
respectif {1} et Σ(P ) \ {1}. Le spectre de PM ′ est constitué d’un seul point, donc
PM ′ − I est quasi-nilpotent (i.e. son rayon spectral est nul). La résolvante R(ζ) de
P peut s’écrire comme la somme

R(ζ) = R′(ζ) +R′′(ζ)

R′(ζ) = R(ζ)Eπ, R′′(ζ) = R(ζ)(1− Eπ),

où R′′(ζ) s’appelle la résolvante réduite de P pour la valeur propre 1. En particulier
S ≡ R′′(1) est l’inverse de la restriction de P − 1 à M ′′, i.e.

(P − 1)S = S(P − 1) = 1− Eπ, SEπ = EπS = 0.

Soit f une fonction réelle mesurable définie sur X ,F telle que

πf = 0, ‖f‖∞ ≤ 1, ‖f‖22 ≤ b2 ≤ 1.

Soit q la mesure initiale du processus ; nous la supposerons absolument continue
par rapport à π et nous noterons ϕ sa densité. Nous voulons donc borner la vitesse
de convergence de la probabilité

Pq

[
n−1

n∑
i=1

f(Xi)− πf ≥ γ
]
.

De façon identique au cas d’un espace d’états fini, nous obtenons grâce à l’inégalité
de Chebyshev la majoration suivante pour r > 0 :

Pq

[
n−1

n∑
i=1

f(Xi) ≥ γ
]
≤ e−rnγEq exp

(
r

n∑
i=1

f(Xi)
)

= e−rnγ
∫
ϕ(x0)π(dx0)

∫
P (x0, dx1)erf(x1) · · ·

· · ·
∫
P (xn−1, dxn)erf(xn)

= e−rnγ
∫
ϕ(x)Pnf (r)1(x)π(dx),

où Pf (r)g(x) :=
∫
erf(y)g(y)P (x, dy), et 1(x) = 1 pour tout x ∈ X. Supposons

que ϕ ∈ L2(π), nous pouvons donc appliquer l’inégalité de Cauchy-Schwarz, ce qui
conduit à

Pq

[
n−1

n∑
i=1

f(Xi) ≥ γ
]
≤ ‖ϕ‖2e−rnγ‖Pnf (r)1‖2.

Ceci ne s’applique pas lorsque la mesure q est concentrée en un point x, i.e.
lorsque le processus démarre du point x. Dans ce cas nous avons la majoration
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suivante

Px

[
n−1

n∑
i=1

f(Xi) ≥ γ
]
≤ e−rnγPnf (r)1(x).

Notons que la distribution marginale de la châıne après une étape est P (x, ·). L’hy-
pothèse supplémentaire sur les fonctions de transition

P (x, ·) ≺ π, pour tout x ∈ X ,
résout le problème. Cela sera en particulier le cas si P (x, dy) admet une densité
p(x, y) par rapport à la mesure π, F ⊗ F mesurables et vérifiant la condition de
Hilbert-Schmidt ∫

p(x, y)2π(dx)π(dy) <∞.

L’opérateur Pf (r) agit sur L2(π), il est borné par ‖Pf (r)‖2→2 ≤ exp r‖f‖∞.
Désignons parD l’opérateur multiplicatif défini parDg(x) = f(x)g(x). Cet opérateur
est borné dans L2(π) de norme ‖f‖∞. Nous pouvons donc exprimer Pf (r) sous la
forme suivante :

Pf (r) = P +

∞∑
i=1

ri

i!
PDi,

où ‖PDn‖2→2 ≤ n!(1/2)n−1. Nous obtenons ainsi une famille d’opérateurs holo-
morphes de type (A). Il est possible d’utiliser directement les expressions obtenues
en dimension finie, pour estimer les coefficients du développement en série de la
valeur propre perturbée β0(r), issue de 1. Nous pouvons prendre

r0 =
( 2

ε(P )
+

1

2

)−1

≥ ε(P )

3
.

Question : Peut-on assouplir la condition sur f ? Par exemple pour que
Pf (r)g ∈ L2(π), dès que g ∈ L2(π), il suffit que supx

∫
P (x, dy) exp(rf(y)) < ∞,

pour r petit. En particulier, l’emploi de la formule de Stirling conduit aux conditions
suffisantes pour r < 1/(2eρ) :

sup
x

∣∣∣∣∫ P (x, dy)fn(y)

∣∣∣∣ = Mn <∞

lim sup
n

1

n
M1/n
n = ρ

1.1. Châınes réversibles. Si la mesure π est réversible alors l’opérateur P
est autoadjoint dans L2(π). L’opérateur P̃f (r) défini par

P̃f (r)g(x) =

∫
e
r
2 f(x)e

r
2 f(y)g(y)P (x, dy) = e

r
2 f(x)Pf (r/2)g(x),

est également autoadjoint dans L2(π) et vérifie la relation

Pnf (r)1(x) = e
−r
2 f(x)P̃nf (r)e

r
2 f (x).

Introduisons l’opérateur mulptiplicatif Er défini par Erg(x) = g(x) exp(rf(x)) ;
nous pouvons alors écrire l’identité précédente sous la forme

Pnf (r) = E−r/2P̃
n
f (r)Er/2.

Nous en déduisons que le rayon spectral de Pf (r) est identique au rayon spectral

de P̃f (r). Nous obtenons la majoration suivante

Pq

[
n−1

n∑
i=1

f(Xi) ≥ γ
]
≤ ‖ϕ‖2er‖f‖∞e−rnγ‖P̃nf (r)‖2

= ‖ϕ‖2er‖f‖∞e−rnγβn0 (r)
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où β0(r) est le rayon spectral de P̃f (r). Or P̃f (r) étant autoadjoint possède un
spectre réel ; donc pour r > 0 suffisamment petit, le rayon spectral β0(r) sera
identique à la valeur propre perturbée issue de 1 (cf th. 4-(2.2)). Or pour tout r,
β0(r) est aussi une valeur propre de Pf (r) telle que β0(0) = 1, c’est donc la valeur
propre 1 perturbée. Nous sommes donc ramenés à majorer β0(r), il suffit pour cela
d’utiliser les estimations obtenues dans le cas fini. Nous obtenons alors le théorème
suivant

Théorème 1.1. Soit P (x, dy) un noyau markovien défini sur un espace proba-
bilisé (X ,F , π) où π est l’unique probabilité invariante de P. Soient f : X → IR une
fonction bornée telle que πf = 0, ‖f‖∞ ≤ 1 et 0 < ‖f‖2 ≤ b2 et q la distribution
initiale du processus markovien ayant pour densité relativement à π, une fonction
ϕ ∈ L2(π). Supposons que l’opérateur linéaire P, défini par le noyau de transition
du processus, vérifie les hypothèses suivantes :

(1) P se prolonge à L2(π) et est autoadjoint,

(2) 1 est un point isolé du spectre de P ; Σ(P ) = {1}+ Σ′(P ).

alors pour tout n > 0 et tout 0 < γ ≤ 1,

(1.1) Pq

[
n−1

n∑
i=1

f(Xi) ≥ γ
]
≤ eε(P )/5‖ϕ‖2 exp

[
− nγ2ε(P )

4b2
(
1 + h(5γ/b2)

)],
où ε(P ) = dist(1,Σ′(P )) > 0 et

h(x) =
1

2

(√
1 + x− (1− x/2)

)
.

Remarque 1.2. Nous avons supposé que π était une probabilité invariante,
ceci pour que les fonctions constantes appartiennent à L2(π).

Le théorème n’est pas valable si la mesure initiale q est concentrée en un point
x, à moins de supposer que pour tout x ∈ X la mesure P (x, ·) ≺ π.

Exemple 3. Le processus gaussien de l’exemple (5-(1)) vérifie une condition
L2, par conséquent la châıne de Markov correspondante satisfait aux hypothèses du
théorème 1.1. La châıne étant réversible pour la mesure gaussienne standard γ, le
trou spectral est égal à |η|. D’autre part pour tout x ∈ IR, P (x, ·) ≺ γ ; cette mesure
admet pour densité par rapport à la mesure γ la fonction

ϕx(y) = ex
2/2 1√

1− η2
exp

(
− η2

2(1− η2)
(y − x

η
)2

)
,

dont la norme L2 est

‖ϕx‖2 = (1− η4)−1/4ex
2(1+η2)/2.

Nous obtenons ainsi la majoration suivante :

Px

[
n−1

n∑
i=1

f(Xi) ≥ γ
]
≤ e|η|/5

(1− η4)1/4
ex

2(1+η2)/2 exp

[
− nγ2|η|

4b2
(
1 + h(5γ/b2)

)].
Exemple 4. Supposons que la châıne de Markov vérifie la condition de Doeblin

(D0) c’est-à-dire qu’il existe un entier k et un δ < 1 tels que

sup
x,y
‖P (k)(x, ·)− P (k)(y, ·)‖V T = δ.

Cette châıne admet une unique probabilité invariante π et

‖P (n)(x, ·)− π‖V T ≤ κρn,
avec κ = δ−1 et ρ = δ1/k. L’opérateur linéaire P présente un trou spectral ε(P ) ≥
1− ρ, donc le théorème 1.1 s’applique dans le cas réversible .
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Pour les mêmes raisons, la borne du type Berry–Esséen s’étend au cas des
châınes de Markov réversibles vérifiant les hypothèses du théorème 1.1. Le résultat
obtenu par B. Mann peut donc être élargi au cas d’un espace non dénombrable.

Remarque 1.3. Dans le cas d’une matrice positive irréductible, le théorème de
Perron-Frobenius garantit l’existence d’un vecteur propre strictement positif associé
à la valeur propre maximale. En est-il de même pour un opérateur positif général ?
Le théorème III.10.1 dans [29][Thm. III.10.1] apporte une réponse positive sous
certaines conditions. En particulier, considérons un opérateur P à noyau admettant
une densité p(x, y) par rapport à une certaine probabilité µ(dx). S’il existe un entier
n0, et 0 < a < b <∞ tels que a ≤ p(n0)(x, y) ≤ b, alors P admet une valeur propre
positive, maximale en module, et une fonction propre associée u(x) uniformément
positive ; i.e. il existe c > 0 telle que pour tout x, u(x) ≥ c. Dans ce cas, la preuve
de la borne inférieure, établie au chapitre 2, s’applique.

1.2. Châıne non réversible. Dans cette section, nous allons étendre le résultat
précédent au cas des châınes de Markov non nécessairement réversibles. Par analo-
gie avec la dimension finie nous aurons besoin d’étendre le théorème de Marcus au
cas des opérateurs linéaires bornés.

Lemme 1.4. Soit T ∈ B(H), alors pour tout n > 0

‖(T ∗)nTn‖ ≤ ‖(T ∗T )‖n.

Démonstration. Soient U et V deux éléments de B(H), comme (UV )n =
U(V U)n−1V, le rayon spectral ρ(UV ) = ρ(V U). Soit T ∈ B(H), prenons U = T ∗

et V = T alors UnV n est autoadjoint donc

‖UnV n‖ = ρ(UnV n)

= ρ
(
(V U)Un−1V n−1

)
≤ ‖(V U)Un−1V n−1‖
≤ ‖V U‖‖Un−1V n−1‖
≤ ‖TT ∗‖n.

�

Ce lemme nous permet d’étendre directement le résultat obtenu en dimension
finie au cas d’un espace quelconque sous certaines hypothèses ; d’où le théorème
suivant :

Théorème 1.5. Soit P (x, dy) un noyau markovien défini sur un espace proba-
bilisé (X ,F , π) où π est l’unique probabilité invariante de P. Soient f : X → IR une
fonction bornée telle que πf = 0, ‖f‖∞ ≤ 1 et 0 < ‖f‖2 ≤ b2 et q la distribution
initiale du processus markovien ayant pour densité relativement à π, une fonction
ϕ ∈ L2(π). Supposons que l’opérateur linéaire P, défini par le noyau de transition
du processus, vérifie les hypothèses suivantes :

(1) P se prolonge à L2(π)

(2) 1 est un point isolé du spectre de K := P ∗P ;

(3) La dimension du projecteur propre de K associé à la valeur propre 1 est
finie et égale à 1,

alors pour tout n > 0 et tout 0 < γ ≤ 1,

(1.2) Pq

[
n−1

n∑
i=1

f(Xi) ≥ γ
]
≤ ‖ϕ‖2 exp

[
− nγ2ε(K)

8b2
(
1 + h(5γ/b2)

)],
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où ε(K) désigne le trou spectral de K et

h(x) =
1

2

(√
1 + x− (1− x/2)

)
.

2. Processus markoviens

2.1. Rappels. Etant donné un espace probabilisé (X ,F , π), nous considére-
rons un semi-groupe d’opérateurs Pt agissant sur l’espace B(X ,F) des fonctions
mesurables bornées à l’aide d’un noyau de transition pt(x, dy) :

Ptf(x) =

∫
X
f(y)pt(x, dy).

Nous supposerons toujours que les mesures pt(x, dy) sont positives et bornées et que
les opérateurs Pt se prolongent en opérateurs bornés sur L2(π). Nous supposerons
de plus les propriétés suivantes :

(1) (Propriété de semi-groupe) : PtPs = Pt+s ; et P0 = I.

(2) (Continuité forte en 0 dans L2(π)) : Pour tout f ∈ L2(π), Ptf → f dans
L2(π) lorsque t→ 0.

(3) Pt1 = 1.

Les semi-groupes markoviens sont associés aux processus de Markov (Xt) d’espace
d’états l’espace X par la formule

Exf(Xt) = Ptf(x).

Nous noterons D2 le domaine dans L2(π) du générateur infinitésimal −Λ du
semi-groupe Pt : D2 est l’espace des fonctions f de L2(π) pour lesquelles la limite
dans L2(π)

Λf = lim
t→0

1

t
(f − Ptf),

existe. L’espace D2 est dense dans L2(π) et est stable par action du semi-groupe
Pt. Réciproquement, l’opérateur −Λ et son domaine D2 déterminent entièrement
le semi-groupe borné Pt (cf section 4-(3)) satisfaisant à l’équation

∂tPtf = −PtΛf = −ΛPtf.

Pour tout f ∈ D2(Λ), le processus

Mt = f(Xt)− f(X0) +

∫ t

0

Λf(Xs)ds

est une martingale pour la filtration engendrée par le processus Xt. Elle admet alors
une version càdlàg, par conséquent le processus f(Xt) en tant que semi-martingale
admet une version càdlàg. Il est alors possible de considérer l’intégrale de Riemann∫ t

0
f(Xs)ds.

2.2. Inégalités pour les processus markoviens. La preuve du théorème
2-(1.1) dans la section 2-(1) est basée sur la propriété suivante valable pour toutes
matrices A,B

lim
k→∞

(
exp(A/k) exp(B/k)

)k
= exp(A+B).

Pour adapter la démonstration de ce théorème dans le cas général, il sera nécessaire
d’étendre cette propriété aux générateurs infinitésimaux des semi-groupes marko-
viens. Bien évidemment, pour cela il faudra que la somme des deux générateurs
soit également un générateur ; cette extension est connue sous le nom de formule
produit de Trotter.
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Théorème 2.1 (Trotter). Soient Λ ∈ G(1, β), A ∈ G(1, β′) et r un réel positif
tels que D(Λ + rA) = D(Λ) ∩ D(A) soit dense dans X. Alors (la fermeture de)
−(Λ + rA) engendre un semi-groupe fortement continu en zéro si et seulement si
R(λ + Λ + rA) est (dense dans) X pour un λ > β + rβ′. Si −(Λ + rA) (ou sa
fermeture) engendre un semi-groupe fortement continu en zéro, celui-ci est donné
par

Sr,t = lim
h→0

(
exp(−Λh) exp(−rAh)

)dt/he
.

La preuve de ce théorème figure dans l’article original de Trotter [50], ou dans
[21]. En particulier, d’après le théorème 4-(3.1) si A ∈ B(X) alors pour tout r ≥ 0,
−(Λ− rA) engendre un semi-groupe qui s’exprime par

e−t(Λ−rA) = lim
n→∞

(
e−(t/n)Λe(t/n)rA

)n
.

Considérons un processus markovien irréductible ayant pour unique probabilité
invariante π. Supposons que le semi-groupe markovien associé agisse sur L2(π), et
que son générateur infinitésimal −Λ soit tel que le symétrisé additif (Λ + Λ∗)/2
admette 0 comme valeur propre isolée simple. Le projecteur propre associé sera par
conséquent de rang 1. Conformément à ce qui a été vu à la fin de la section 4-(3.1),
il existe un réel λ1 > 0 tel que pour tout f ∈ D2(Λ) de moyenne nulle pour la
mesure π, ‖Ptf‖ ≤ exp(−λ1t). λ1 sera appelé trou spectral du symétrisé additif du
générateur.

La formule de Trotter appliquée à Λ ∈ G(1, 0) et à l’opérateur multiplicatif,
par la fonction f, permet de se ramener à la détermination d’une majoration de
la norme du semi-groupe Pt(r) engendré par −Λ(r) = −(λ − rD). Posons Λ̃(r) =
(Λ + Λ∗)/2− rD, alors ‖Pt(r)‖ ≤ exp

(
−λ0(r)t

)
, où

λ0(r) = inf
{〈

Λ̃(r)g, g
〉
/‖g‖2, g 6= 0

}
.

Mais comme Λ̃(r) est autoadjoint, λ0(r) sera égal à la valeur propre perturbée issue
de 0. Nous obtenons donc le théorème suivant

Théorème 2.2. Soit un processus markovien irréductible et ergodique d’espace
d’états X et de semi-groupe (Pt). Supposons que son générateur infinitésimal −Λ
vérifie les conditions suivantes :

(1) Λ se prolonge à L2(π), où π désigne l’unique probabilité invariante du
processus,

(2) 0 est un point isolé du spectre de Λ.

Soient f ∈ D2(Λ) : X → IR telle que πf = 0, supx |f(x)| ≤ 1 et 0 < ‖f‖2 ≤ b2 et
q la distribution initiale du processus markovien ayant pour densité relativement à
π, une fonction ϕ ∈ L2(π). Alors pour tout t > 0 et tout 0 < γ ≤ 1,

(2.1) Pq

[
1

t

∫ t

0

f(Xs)ds ≥ γ
]
≤ ‖ϕ‖2 exp

[
− γ2λ1t

4b2
(
1 + h(4γ/b2)

)],
où λ1 est le trou spectral de (Λ + Λ∗)/2 et

h(x) =
1

2

(√
1 + x− (1− x/2)

)
.

Remarque 2.3. Supposons Λ réversible ; lorsque la distribution initiale est
concentrée en un point x donné, le résultat précédent ne s’applique pas directement.
Supposons de plus le semi-groupe Pt ultracontractif et admettant un noyau continu
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pt(x, y) par rapport à la mesure π. Alors, le semi-groupe Pt(r) est également ultra-

contractif, car pour g ∈ L2(π) et eh(t) := exp
∫ t

0
h(Xs)ds

Pt(r)g(x) ≤ Ex[e2rf (t)]1/2Ex[|g(Xt)|]1/2

≤ sup
x
Ex[e2rf (t)]1/2

[
sup
x,y
|pt(x, y)|

]1/2‖g‖2
≤ er‖f‖∞tCt/2‖g‖2,

la dernière inégalité provenant de la majoration uniforme du noyau de Pt. Ainsi,
‖Pt(r)‖2→∞ ≤ C ′t et

sup
x
Px

[
1

t

∫ t

0

f(Xs)ds ≥ γ
]
≤ e−rγ‖Pt(r)1‖∞

≤ e−rγ‖Pt(r)‖2→∞
≤ e−rγ‖Pt0(r)‖2→∞‖Pt−t0(r)‖2→2

≤ C ′t0 exp
[
− γ2λ1(t− t0)

4b2
(
1 + h(2γ/b2)

)],
où 0 < t0 < t.

Par une preuve identique à celle du théorème 2-(3.1), nous obtenons, sous les
hypothèses du théorème précédent, une borne de Berry-Esséen identique à celle
obtenue dans le cas fini.

Exemple 5 (Processus d’Ornstein-Uhlenbeck sur IRn). Soit γn(dx) la mesure
Gaussienne dans IRn,

γn(dx) = (2π)−n/2e−|x|
2/2dx.

Considérons l’opérateur différentiel L défini sur l’ensemble C∞c (IRn) des fonctions
indéfiniment dérivables sur IRn à support compact, par

L := ∆− x.∇,

où

∆ :=

n∑
i=1

(∂2/∂x2
i ), x.∇ :=

n∑
i=1

xi(∂/∂xi).

L’opérateur L est symétrique dans L2(γn) d’après la formule de Green, d’où l’exis-
tence d’une extension fermée. Le semi-groupe associé à ce générateur est appelé
semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck. Il admet une densité absolument continue par
rapport à la mesure de Lebesgue et s’exprime par

Ptf(x) =

∫
IRn

f
(
e−tx+ (1− e−2t)1/2y

)
γn(dy).

Ce semi-groupe s’étend à L2(γn) ; considérons alors l’extension L̇ de L au domaine

D2(L̇) des fonctions f ∈ L2(γn) telle que la limite suivante existe

lim
t→0

Ptf − f
t

.

Notons que C∞c (IRn) est dense dans D2(L̇). D’autre part le semi-groupe est autoad-
joint dans L2(γn). Une dérivation en zéro de l’identité

〈Ptf, g〉 = 〈f, Ptg〉, f, g ∈ D2(L̇),

prouve que L̇ est symétrique dans D2(L̇). L̇ admet ainsi une extension fermée que

nous désignerons par L̃.
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Soient hk, k ∈ IN les polynômes d’Hermite

hk = (−1)kex
2/2 dk

dxk
e−x

2/2.

Les polynômes hk/
√
k! forment une famille complète orthogonale dans L2(γ1). Les

polynômes

Hk(x) =

n∏
i=1

hki(xi)/
√
ki!,

où k = (k1, · · · , kn), forment une base orthonormée dans L2(γn) de fonctions

propres de L̃ pour les valeurs propres respectives k1.k2 · · · kn. Ainsi L̃ est autoad-
joint et admet un trou spectral égal à 1. Le théorème 2.2 s’applique donc avec
λ1 = 1.

Signalons que le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck est hypercontractif (théo-

rème de E. Nelson) : pour 1 < p < q <∞ et t > 0 vérifiant et ≥
[
(q−1)/(p−1)

]1/2
,

alors pour toutes fonctions f ∈ Lp(γn),

‖Ptf‖q ≤ ‖f‖p,
où ‖ · ‖p désigne la norme dans Lp(γn).

Exemple 6 (Processus de sauts). Un processus de sauts d’espace d’états X est
défini à partir d’un noyau de transition markovien µ(x, dy) de probabilité invariante
π et du générateur infinitésimal

Λf(x) =

∫
(f(x)− f(y))µ(x, dy), f ∈ L2(π).

Cet opérateur est borné dans L2(π) (de norme ≤ 2). Le processus de sauts associé
peut se construire de la façon suivante : soit Y = (Yn) une châıne de Markov à
valeurs dans X de noyau de transition µ et soit V = (V (t)) un processus de Poisson
de paramètre 1 indépendant de la châıne Y. Posons Xt = YV (t), ce processus est
alors un processus de Markov de semi-groupe

U(t) =

∞∑
k=0

e−t
tk

k!
P k,

où P est l’opérateur associé au noyau de transition µ, i.e Pf(x) =
∫
f(y)µ(x, dy)

[21][§4.2]. Dans l’article [37], les auteurs donnent des bornes du spectre de l’opé-
rateur Λ sur les fonctions de moyenne nulle pour la mesure π. La borne inférieure
fait intervenir la constante de Cheeger définie par

k := inf
A∈F

0<π(A)<1

k(A),

où

k(A) :=

∫
π(dx)IA(x)µ(x,Ac)

π(A)π(Ac)
(2.2)

=
−〈IA,ΛIAc〉π
π(A)π(Ac)

=
〈IA,ΛIA〉π
π(A)π(Ac)

.(2.3)

Supposons dans un premier temps la mesure π réversible, le spectre de Λ est donc
réel. Le théorème 2.1 et la proposition 2.2 dans [37] conduisent aux estimations du
trou spectral

k2

8
≤ λ1 ≤ k.

L’expression (2.3) implique que la constante de Cheeger du symétrisé additif de
Λ est la même que celle de Λ. Par conséquent le théorème 2.2 s’applique lorsque
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la constante de Cheeger du processus est non nulle. Notons également que si π
n’est pas réversible, le théorème 2.3 dans [37] dit que le spectre de Λ restreint aux
fonctions de moyenne nulle est inclus dans l’ensemble

{λ : |λ| ≤ 2 et Reλ ≥ k2/8}.

Exemple 7 (Mouvement brownien sur une variété riemannienne compacte).

Soit M une variété riemannienne compacte, connexe et de dimension n. Dési-
gnons par gij le tenseur métrique covariant, par g le déterminant de la matrice (gij)
et par µ(dx) la mesure riemannienne définie par

µ(dx) =
√
gdx1 · · · dxn.

Considérons le semi-groupe Pt de générateur infinitésimal l’opérateur de Laplace-
Beltrami

∆f :=
1
√
g

∂

∂xi

(
√
ggik

∂f

∂xk

)
, f ∈ C∞(M),

écrit avec la convention de sommation d’Einstein.
La formule de Green [25][prop. 4.11] montre que le générateur est autoadjoint

dans L2(µ) et admet un spectre discret

λ0 = 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · ·λn ≤ · · · ,
tel que chaque espace propre Eλi est de rang fini [25][th. 4.43]. Ainsi le théorème 2.2

s’applique. Par exemple, dans le cas de la sphère SN dans IRN+1 les valeurs propres
du Laplacien sont k(k+N − 1), avec k ∈ IN, et donc le trou spectral a pour valeur
N [25][cor. 4.49].

3. Compléments

Au chapitre 2, nous avons étudié le développement d’Edgeworth de la proba-
bilité de déviation. Bien entendu, le résultat obtenu s’étend au cas d’une châıne de
Markov à espace d’états quelconque ; en particulier, le cas d’une châıne de Markov
satisfaisant à la condition de Doeblin (D0) est traité dans [42]. Un autre type de
développement asymptotique peut être obtenu dans le cas des châınes de Markov ; il
s’agit de l’approximation du point de selle. Exposons les principes de cette méthode
présentée dans [33].

Soit P un noyau markovien satisfaisant à la condition suivante : il existe une
probabilité ν(dx) sur l’espace d’états (X ,F) et des constantes 0 < a < b, telles que

aν(A) ≤ P (x;A) ≤ bν(A), x ∈ X , A ∈ F .

Soit p(x, dy) = dP (x,·)
dν (y), alors nous avons a ≤ p(x, y) ≤ b. Soit f une fonction

mesurable de X dans IR, posons

Pθ(x, dy) = exp{θf(y)}P (x, dy).

D’après la remarque 1.3, l’opérateur Pθ, associé au noyau introduit ci-dessus, admet
une valeur propre maximale λ(θ) et une fonction propre u(·; θ) uniformément bornée
et positive. Il existe également une mesure propre L(dx; θ), i.e.

∫
Pθ(x;A)L(dx; θ) =

λ(θ)L(A; θ), telle que sa densité par rapport à la mesure ν soit uniformément po-
sitive. Normalisons u(·; θ) et L(·; θ) de telle façon que

πθ(A) :=

∫
A

u(x; θ)L(dx; θ)

soit une probabilité sur X . Suivant [33][chap. 9], nous pouvons construire un nou-
veau noyau markovien dépendant de θ de la façon suivante :

Qθ(x, dy) = λ(θ)−1 u(y; θ)

u(x; θ)
Pθ(x, dy).
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Ce noyau admet pour probabilité invariante la probabilité πθ définie ci-dessus ; en
outre πθf :=

∫
f(x)πθ(dx) = κ′(θ), où κ(θ) := log λ(θ). Soient Sn =

∑n
i=1 f(Xi)

et q la mesure initiale de la châıne de Markov (Xi) de noyau P, nous obtenons par
changement de mesure, l’expression suivante :

Pq(n
−1Sn > x) = exp

{
−n(θx−κ(θ))

}
Eθ,q

{u(X0; θ)

u(Xn; θ)
exp
[
−θ(Sn−nx)

]
1{Sn≥nx}

}
,

où Eθ,q désigne l’espérance sous la mesure engendrée par le noyau Qθ et la mesure
initiale q.

Etant donnée la probabilité

Qn,θ(C) =

∫
1C(x0, · · · , xn)q(dx0)

n∏
i=1

Qθ(xi−1, dxi),

introduisons une nouvelle probabilité Pn,θ de densité par rapport à Qn,θ,

dPn,θ
dQn,θ

= ψn(θ)−1 u(x0; θ)

u(xn; θ)
,

où ψn(θ) est une constante de normalisation. Notons que

dPn,θ
dPq

=
(
λn(θ)ψn(θ)

)−1
exp{θSn}.

Désignant par En,θ l’espérance sous cette nouvelle probabilité, nous avons

Pq(n
−1Sn > x) = exp

{
−n(θx− κ(θ))

}
ψn(θ)En,θ

[
exp
{
−θ(Sn − nx)

}
1{Sn≥nx}

]
.

Supposons que Pn,θ admette une densité fn,θ(y) par rapport à la mesure de
Lebesgue sur IR et que γ(t) := En,θ exp{itSn} ∈ Lξ(IR) pour un ξ ≥ 1. Alors la
formule d’inversion s’applique [33][théorème 1.2.1], d’où en posant

ϕθ
( t
δ

)
:= En,θ exp

{ it
δ

(Sn − µ0(θ)− nµ1(θ))
}
,

nous obtenons

fn,θ(y) =
1

2πδ

∫
IR

exp{ it
δ

(µ0(θ) + nµ1(θ))} exp(− ity
δ

)ϕθ(
t

δ
)dt,

Pq(n
−1Sn > x) = exp

{
−n(θx− κ(θ))

}
ψn(θ)

× 1

2πα

∫
IR

1

1 + it/α
ϕθ(

t

δ
) exp{ it

δ
(µ0(θ) + n(µ1(θ)− x))}dt,

où α := δθ. Choisissons θ̂ tel que κ′(θ̂) = x ; alors θ̂x−κ(θ̂) = supθ>0(θx−κ(θ)) :=
k∗(x). D’autre part, si

Tθ(t)(x, dy) := Qθ(x, dy) exp
{ it
δ

(f(y)− µ1(θ))
}
,

désigne la perturbation de l’opérateur associé au noyau Qθ et si U(θ) désigne
l’opérateur multiplicatif par la fonction u(·; θ), alors

ψn(θ)ϕθ
( t
δ

)
= e−

itµ0
δ q.U(θ)Tθ(t)

nU(θ)−11,

avec les notations usuelles. En choisissant µ1(θ̂) =
∫
f(x)πθ(dx) = κ′(θ̂) = x, nous

obtenons l’expression suivante :

Pq(n
−1Sn > x) = e−nκ

∗(x) 1

2πα

∫
IR

1

1 + it/α
q.U(θ̂)Tθ̂(t)

nU(θ̂)−11dt.
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Soient λ(t) la valeur propre maximale de Tθ(t), T1(t) le projecteur propre as-
sociée à λ(t) et T2(t) = I − T1(t), nous avons

λ(t) =
λ(θ̂ + it/λ)

λ(θ̂)
e
it
δ µ1(θ̂),

q.U(θ̂)Tθ̂(t)
nU(θ̂)−11 = λ(t)nq.U(θ̂)T1(t)U(θ̂)−11 + q.U(θ̂)Tθ̂(t)

nT2(t)U(θ̂)−11.

Prenons δ =

√
nκ′′(θ̂), nous avons alors, pour |t| suffisamment petit, les développements

suivants [33][chap. 9] :

q.U(θ̂)T1(t)U(θ̂)−11 = γ0(θ̂) +
itγ1(θ̂)√
nκ′′(θ̂)

− t2γ2(θ̂)

2nκ′′(θ̂)
+ ωc1(θ̂)

|t|3

n3/2
,

∣∣∣∣ dkdtk q.U(θ̂)Tθ̂(t)
nT2(t)U(θ̂)−11

∣∣∣∣ ≤ ωc2(θ̂)ρn|t|, ρ < 1,

n log λ(t) = − t
2

2
− it3

6
√
n
ζ3(θ̂) +

t4

24n
ζ4(θ̂) + ωc3(θ̂)

|t|5

n3/2
,

où |ω| ≤ 1 et ζk(θ̂) = κ(k)(θ̂)/(κ(2)(θ̂))k/2. Nous obtenons ainsi, pour |t| petit

q.U(θ̂)Tθ̂(t)
nU(θ̂)−11 = exp

(
− t

2

2

){
γ0 +

1√
n

[
itγ1 −

it3

6
γ0ζ3

]
+

1

n

[
− t

2

2
γ2 + t4

(γ0ζ4
24

+
γ1ζ3

6

)
− t6

72
γ0ζ

2
3

]}
+ Erreur.

Pour conclure, introduisons les fonctions d’Esscher [33][chap. 2]

Bk(α) =
1

2π

∫
IR

exp
( t2

2

) (it)k

1 + it/α
dt, α > 0, k = 0, 1, · · · .

Nous obtenons, par une technique identique à celle utilisée pour obtenir un dévelop-
pement d’Edgeworth, l’approximation du point de selle

Pq(n
−1Sn > x) = e−nκ

∗(x) 1

α

{
B0(α)γ0 +

1√
n

[
γ1B1(α) +

γ0ζ3
6
B3(α)

]
+

+
1

n

[γ2

2
B2(α) +

(γ0ζ4
24

+
γ1ζ3

6

)
B4(α) +

γ0ζ
2
3

72
B6(α)

]}
+ Erreur.

Les hypothèses justifiant ces résultats figurent dans [33][chap. 9].
Le coefficient γ0 est positif, puisque

γ0 =

∫
u(x; θ̂)q(dx) ≥ minu(x; θ̂) > 0.

Posons R2 = 2
(
nκ∗(x)− log γ0

)
, alors d’après [33][p. 82, 83],

1

α
B0(α) = exp

(α2

2

)[
1− Φ(α)

]
= exp

(R2

2

)[
1− Φ(R)

]
+

1√
2π

[ 1

α
− 1

R

]
− α−R

α3
B3(α)− (α−R)2

2α4

(
α−1B6(α)−B3(α)

)
+O(n−3/2)

Pq(n
−1Sn > x) =

{
1− Φ(R)

}
+

1√
2π

exp
(
−R

2

2

){ 1

α
− 1

R

}
+O

(
exp
(
−R2/2

)
n3/2

)
,
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où Φ désigne, comme d’habitude, la fonction de répartition de la loi gaussienne.
Soit

RL := R+
1

R
log

(
α

R

)
,

nous obtenons, d’après [33][th. 5.1.1], l’approximation suivante, dénommée également
formule de Lugannani–Rice :

Pq(n
−1Sn > x) ≈ 1− Φ(RL).

La combinaison des estimations des valeurs propres perturbées et des techniques
d’approximation du point de selle pourrait permettre d’améliorer les bornes du type
Chernoff obtenues auparavant. Cette perspective débouchera certainement sur des
calculs fastidieux et techniques, mais les enjeux en valent la peine.
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