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Introduction Généralités Signaux Déterministes Signaux Aléatoires

Organisation

Organisation du cours

® 5 séances de cours de 2h

® signaux déterministes
® signaux aléatoires
® signaux échantillonnés

® 3 séances de TD de 2h

® principes de base
® signaux déterministes
® signaux aléatoires

® 1 BE de 4h en autonomie (1/3 de I'évaluation)
® 1 examen en commun avec la partie de Gilles Thomine

® examen de 2 heures, sans document, avec une des 3 calculatrices

suivantes (TI30XB, TI36X PRO, Casio FX-92)
® 3 parties de difficultés croissantes

. i EX
questions de cours REPUBLIQUE

® exercices tirés d’une banque d’exercices (TD) FRANCAISE

® exercices original E
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Introduction Généralités naux Déterministes

Signaux Aléatoires

Signaux di
Contexte

Contexte

Signal ?

Fonction évoluant dans le temps ou dans |'espace et qui contient une
information

® messages dans le systeme nerveux

® courant mesuré par un thermometre électrique
® systeme de communication

Traitement du signal 7

Retrouver |'information utile dans le signal
® décoder I'information nerveuse
® donner la valeur de la température

® envoyer/recevoir des messages

v
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Introduction Généralités Signaux Déterministes Signaux Aléatoires Signaux discrets

Différents types de signaux

Signaux continus et signaux discrets

Signal continu : exemple

Onde acoustique : évolue en fonction du temps et de |'espace continus

Dépend de la position de la source, de celle du récepteur, et du temps

® point de vue récepteur : variation seulement temporelle

REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Introduction Généralités Signaux Déterministes Signaux Aléatoires Signaux

Différents types de signaux

Signaux continus et signaux discrets

Signal discret : exemple

Contraste des pixels d'un écran : évolue en fonction du temps continu et
de I'espace discret

REPUBLTQUE
FRANCAISE

Aligner tous les pixels : variation unidimensionnelle <> temps

Julien LESOUPLE - SIGNAV ISESA24 11 / 146



Généralités
Différents types de signaux

Exercice : signal continu ou discret ?

1D
® indice de la bourse en fin de journée
® chanson sur un disque vinyle
® chanson sur un CD
2D
® image dans un télescope
® image sur un écran plat

® photo sur une pellicule

® |e monde tel qu'on le voit
® un film sur une cassette VHS
® un film sur un DVD

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Généralités

Différents types de signaux

Définition générale

En général (et dans ce cours), un signal peut s'exprimer comme une
fonction du temps

® signal continu x(t) : temps continu <+ CR = {x|Vt € R, x(t) € C}

* signal discret x[n] : temps discret +» CN = {x|Vn € N, x[n] € C}

IRBEIAN [TH o T1ET

FRANCAISE

et

N.B : signal 2D : s(x,y) ou s[m, n]
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Généralités
Différents types de signaux

Signaux Aléatoires

Signal analogique ou numérique

Sens physique : comment le signal contient I'information

Définition

Un signal x peut étre

® analogique si x peut prendre une ensemble continu de valeurs

® numérique si x peut prendre une ensemble discret de valeurs

Exemples :

® thermomeétre mercure : la hauteur du mercure varie continument

® thermomeétre électronique : affiche un ensemble fini de valeurs (pex,
un chiffre aprés la virgule)

E)
REPUBLIQUE
FRANCAISE

et
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Généralités
Différents types de signaux

Exercice : signal analogique ou numérique 7

1D
® indice de la bourse en fin de journée
® chanson sur un disque vinyle
® chanson sur un CD
2D
® image dans un télescope
® image sur un écran plat

® photo sur une pellicule

® |e monde tel qu'on le voit
® un film sur une cassette VHS
® un film sur un DVD

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE

Julien LESOUPLE - SIGNAV Mathématiques Appliquées pour le Traitement du Signal ISESA24 15 / 146



Généralités
Différents types de signaux

Signal causal ou non-causal

Sens physique : origine des temps a la réception du signal

Définition

Un signal x(t) peut étre
* causal si x(t) =0 pour t <0

® non-causal si il existe t < 0 tel que x(t) # 0

Idem pour un signal discret avec x|[n]

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE

Zeaie
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Introduction Généralités Signaux Déterministes Signaux Aléatoires Signaux

Différents types de signaux

Signal périodique

Signal périodique

Un signal x(t) est périodique de période Ty s'il vérifie
x(t) = x(t + nTp)

pour tout entier n et réel t

On définit également
® sa fréquence fondamentale fy = %0
® sa pulsation fondamentale wg = 271y
S'il n'est pas périodique, on dit que le signal est apériodique
N.B. signal discret x[n] = x[n+ mNg] Vn,Vm € Z £ -
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Généralités
Différents types de signaux

Signaux périodiques

A bx(t) = Acos(2rfyt)

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE

Julien LESOUPLE - SIGNAV
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Généralités
Différents types de signaux

Remarque : période

Si x est Ty-périodique, alors

x(t+2Ty) = x(t + To + To) = x(t + To) = x(t)

x est aussi 2Ty périodique (de méme 3Ty, 4Ty, ...)

Période d'un signal

La période d'un signal est la plus petite durée a partir de laquelle celui-ci
se répete

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Généralités
Différents types de signaux

Signal aléatoire ou déterministe

Evénement déterministe : une seule réalisation statistique
* |a fonction t — cos(t)

Evénement aléatoire : plusieurs réalisations possibles avec différentes
probabilités

® |ancé de dé

® mesure d'une température a I'aide d'un capteur (présence de bruit de
mesure)

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Introduction Généralités Signaux Déterministes Signaux Aléatoires Signaux di

Différents types de signaux

Fonctionnement général

En théorie

® |e traitement du signal peut-étre appliqué a n'importe quel type de
signal
En pratique (en général)
@ on capte un signal analogique continu
@® on le discrétise en temps (échantillonnage) — signal discret
© on discrétise ses valeurs (quantification) — signal numérique
@ on code les valeurs discrétes en séries de bits d'information (codage)
Perte de résolution en temps et valeurs, intérét ?
e utilisation de traitement du signal numérique (DSP), plus rapide et
plus robuste

E
REPUBLIQUE
FRANCAISE

et
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Généralités

Différents types de signaux

Exemple
30 ¢
S 20}
(0]
5
4(_)0 —
2
0 | | |

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE

Julien LESOUPLE - SIGNAV Mathématiques Appliquées pour le Traitement du Signal



Généralités
Différents types de signaux

Exemple
307 T T T 15
Mesure = signal

< 20t 110 —~
v 2
S c
© .9
g g
E 10 15 F
|_
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Généralités
Différents types de signaux

Exemple

30

20

10

Température (°C)

Julien LESOUPLE - SIGNAV

T T T T T T T T 15
Signal échantillonné
L
B / N 10 o
Z
<
.0
(2]
5]
- 1s K
: 0
T 2T RE'PﬂBLIQUE

Temps (s)

FRANCAISE
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Généralités
Différents types de signaux

Exemple
30 b 15
A\ . S 14
/1 \ Signal quantifié 13
/ \ 12
o . 11
S 20 \\ /.\\ 10 —~
o \.\ / 9 =
= 8 c
2 RN
o 7T &
: \ AN
E 10 s / 5 F
3
\/ 3
A5 1
0\
T2T O 5Pﬂsuqus
Temps (s) o
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Généralités

Différents types de signaux

Exemple

Signal numérique : conversion binaire

x1=11 xx=1 x;1 = 1011 x7; = 0001
X = 15 Xg = 6 X = 1111 Xg = 0110
X3 = 12 X9 = 9 - X3 = 1100 X9 = 1001
xa=8 xp0=11 xg = 0100 x30 = 1011
x5 =5 x11=28 x5 = 0101 x9; = 1000
X6 — 1 X12 = 6 X6 — 0001 X12 = 0110

00 AL

I

I
E
REPUBLIQU

FRANCAISE

101111111100010001010001000101101001101110000110

et
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Introduction Généralités naux Déterministes Signaux Aléatoires

Différents types de signaux

Dans ce cours

Signaux

® déterministes et aléatoires

® périodiques et apériodiques

® pas de prise en compte de la causalité ou non
Traitement du signal pour

® on capte un signal analogique continu

® on le discrétise en temps (échantillonnage)

Dans la suite, on considere donc des signaux continus, sauf dans la
derniére pal’tie gl;:BLIQUE

FRANCAISE
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Généralités
Espaces Fonctionnels

Espaces Fonctionnels

Ensemble des fonctions absolument intégrables
* Notation : £1(R)
o Définition : x(t) € L1(R) & [72° |x(t)[dt < o
* Norme : ||x|ly = /2% |x(t)|dt

{ 1 sitel0,1]

® Exemple : x(t) = 0 sinon

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Généralités
Espaces Fonctionnels

Espaces Fonctionnels

Ensemble des fonctions bornées
® Notation : L(R)
® Définition : x(t) € Loo(R) < sup,ep |[x(t)] < 00
* Norme : [|x]]., = supecs [x(2)]

® Exemple : x(t) = { é ::ni)r? [0,00]

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Généralités
Espaces Fonctionnels

Espaces Fonctionnels

Ensemble des fonctions de carrés intégrables
® Notation : La(R)
Définition : x(t) € L2(R) f+°° |x(t)|2dt < 00

Produit scalaire : (x,y) = [*2°x(t)y*(t

2
Norme : [|x]|, = 1/ (X, x) <f+°° |x( t)|2dt> Y

si t e [1,+oof
sinon

1
Exemple : x(t) = { 6

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Généralités
Espaces Fonctionnels

Exemple de signal de £,(R)

2 oo 2
G = [ Ix(e)ae

o

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Généralités
Espaces Fonctionnels

Espaces Fonctionnels

Cas particuliers des fonctions To-périodiques

Notation : Lo ([—% T D

vVt e R, x(t + To) = x(t)

Définition : x(t) € L <[—L21, %l D { f+T0//2 £)[2dt < oo
To/2

Produit scalaire : (x,y) = + f+7z—°/22 x(t)y*(t)dt

1/2
Norme : ||x||, = v/(x,x) (To f+7T0°//22 |2dt)

Exemple : x(t) = cos <27TTLO>

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Généralités
Espaces Fonctionnels

Exemple de signal de £, ([—%, % D

1 +To/2
IxIE=+ [ Ixe)Pde
0J-Ty/2
1 [*To/2 2
= — cos <2wi> dt
To J_1y)2 To
1 +To/2 t
= — cos? (2%—)dt
To J-152 To
1 +To/2 1 ¢
= — — [1+cos (2><27r—)] dt
To J-1o)2 To

1 1 +To/2 +To/2 t
= — —/ dt-l—/ cos (4#—)dt
To \2/ 7,2 —To/2 To =x

REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Généralités
Espaces Fonctionnels

Exemple de signal de £, ([—%, To D

+To/2
2 +T0/2 E i i
Ix]l2 = ( [ ]t——To/2 [4# =0 (47T TO)] t=—T0/2>
To To To | . To i To
(5 [7‘( > )] i [ o (‘”ﬁ) ‘< ”2_%)])

(5 + 42 binm) — sin(-2m])

'\"H5||.-.5||H S =

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Introduction Généralités ux Déterministes Signaux Aléatoires

Signau

Transformations des signaux

Décalage temporel

Décalage temporel de x(t)

Une version décalée de x(t) avec un retard 7 est donnée par

y(t) =x(t —7)

® si7 >0, y(t) est une version retardée de x(t) de 7 secondes
® si 7 <0, y(t) est une version avancée de x(t) de —7 secondes

Le décalage préserve la forme du signal et revient a déplacer la courbe vers
la droite pour 7 > 0 et vers la gauche pour 7 < 0 (se rappeler quand
est-ce que I'argument vaut une valeur fixe ?)

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Généralités

Transformations des signaux

Décalage temporel

x(t)

Julien LESOUPLE - SIGNAV Mathématiques Appliquées pour le Traitement du Signal



Généralités

Transformations des signaux

Décalage temporel

x(t) x(t —10)

Julien LESOUPLE - SIGNAV Mathématiques Appliquées pour le Traitement du Signal



Généralités
Transformations des signaux

Décalage temporel

x(t+10)

x(t)

x(t —10)

— t
30 5Pﬂnuqus

FRANCAISE

N
[y

o

=]
S

N

o

106 0
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Généralités
Transformations des signaux

Renversement du temps

Renversement du temps x(t)

Le renversement en temps de x(t) est donné par

y(t) = x(—t)

® c'est le symétrique de x(t) par rapport a I'axe des ordonnées

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE

Zeaie
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Généralités

Transformations des signaux

Renversement du temps

x(t)

I
T T T >

—-30 0 —4 4 30 RérUauiaue

FRANCAISE
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Généralités

Transformations des signaux

Renversement du temps

x(=1)

x(t)

UBLIQUE

Julien LESOUPLE - SIGNAV

Mathématiques Appliquées pour le Traitement du Signal



Généralités
Transformations des signaux

Mise a I'échelle en temps

Mise a I'échelle en temps de x(t)

Une version mise a |'échelle en temps de x(t) avec un facteur d'échelle
a # 0 est donnée par

y(t) = x(at)

® si |a| > 1, on réalise une compression du signal
® si |a] < 1, on réalise une dilatation du signal

® si a < 0, on réalise également un renversement en temps

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Généralités

Transformations des signaux

Mise a I'échelle en temps

x(t)

EX
: - - - > T REPUBLIQUE

0 1 2 3 4 5 FRANCAISE
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Généralités

Transformations des signaux

Mise a I'échelle en temps

x(t)  x(0.5t)

0o 1 2 3 4 5
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Généralités
Transformations des signaux

Mise a I'échelle en temps

x(2t) x(t)  x(0.5t)

EX
- - > REPUBLIQUE

0 1 2 3 4 5 FRANCAISE
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Introduction Généralités Signaux Déterministes Signaux Aléatoires Signaux

Transformations des signaux

Combinaison de transformations

Combinaison de transformations

Une combinaison de ces transformations sur un signal x(t) s'écrit

y(t) = x(at — b) = x (a (t _ g)) — x(a(t — 1))

ouT=>b/a

On reconnait
® 7 comme un décalage temporel
® 3 comme un facteur d’'échelle temporel

® le signe de a indique s'il y a un retournement temporel

Julien LESOUPLE - SIGNAV Mathématiques Appliquées pour le Traitement du Signal ISESA24 40 / 146



Généralités
Transformations des signaux

Combinaison de transformations

En pratique

@ application du facteur d'échelle : z(t) = x(at)
® si|a] <1 le signal est dilaté
® si|al > 1 le signal est comprimé
® si a < 0 le signal est retournée dans le temps

@® application du décalage temporel : z(t — 7) = x(a(t — 7)) = y(t)
® si 7> 0 le signal est décalé vers la droite
® si 7 < 0 le signal est décalé vers la gauche

EX
REPUBLIQUE
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Généralités
Transformations des signaux

Exercice

Dessiner le graphe de y(t) = x(—2t + 6)

A

| ) EX
T T f g > t REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Généralités
Transformations des signaux

Exercice

y(t) = x(=2t + 6) = x(—2(t — 3))

A

EX
>t REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Généralités
Produit de Convolution

Définitions

Pour deux fonctions x(t), y(t) de £L2(R)

(x  h)(7) = / T (O — t)dr.

—00

e y(r—t)=y(—(t — 7)) — retournement puis décalage temporel
Pour deux fonctions x(t), h(t) de L ([ —29, IZQ D

To/2
(x4 h)(7) = i/ X(E)h(r — t)dt.

ToJ 152

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Généralités
Produit de Convolution

Exemple pour £,(R)

; _Tr T
Pourx(t)=h(t)={ postelasl

Ona y(r) = (xx h)(-) = [*2x(Dh(r — t)dt

T
T<*7

[y

S
NEE S

> T

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Généralités
Produit de Convolution

Exemple pour £,(R)

; _Tr T
Pourx(t)=h(t)={ postelasl

Ona y(r) = (xx h)(-) = [*2x(Dh(r — t)dt

T
T<*7

S
NEE S

> T

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Généralités
Produit de Convolution

Exemple pour £,(R)

; _Tr T
Pourx(t)=h(t)={ postelasl

Ona y(r) = (xx h)(-) = [*2x(Dh(r — t)dt

T
T<*7

| _ _ _ B

S
NEE S

> T

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Généralités
Produit de Convolution

Exemple pour £,(R)

; _Tr T
Pourx(t)=h(t)={ postelasl

Ona y(r) = (xx h)(-) = [*2x(Dh(r — t)dt

T=-—T A 4 Iy
f T 1
I 1 1
| 1 1
I 1 1
L : L > t
_ _T T
T 2 2
+ } - T
- T 5Pﬂnuqus
FRfNCAISE
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Généralités
Produit de Convolution

Exemple pour £,(R)

; _Tr T
Pourx(t)=h(t)={ postelasl

Ona y(r) = (xx h)(-) = [*2x(Dh(r — t)dt

—-T<7t<0

> T

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Généralités
Produit de Convolution

Exemple pour £,(R)

sinon

Pour x(t) = h(t) = { poste -2 +32]
Onay(r) = (x*h)(7) = [T x(t)h(r — t)dt

—-T<7t<0

> T
EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Généralités
Produit de Convolution

Exemple pour £,(R)

; _Tr T
Pourx(t)=h(t)={ postelasl

Ona y(r) = (xx h)(-) = [*2x(Dh(r — t)dt

T = 0 A
1 1 1
i )
I 1
t } >
T T
-z U 7
T
/Ti
¥ > T
- T 5Pﬂnuqus
FRfNCAISE
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Généralités
Produit de Convolution
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Généralités
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Généralités
Produit de Convolution

Exemple pour £,(R)

sinon
Ona y(r) = (xx h)(r) = [*2x(t)h(r — t)dt

Pour x(t) = h(t) = { é Ste [_%’—i_%]

0<r<T

> T
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Généralités
Produit de Convolution

Exemple pour £,(R)

; _Tr T
Pourx(t)=h(t)={ postelasl

Ona y(r) = (xx h)(-) = [*2x(Dh(r — t)dt

T>T ! :
1 1 f |
1 1 I I
1 1 | |
1 1 I I
: b — t
T T :
-7 2 o
A‘
¥ —e- > T
_T T 5Pﬂnuqus
FRfNCAISE
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Généralités
Produit de Convolution

Exemple pour £,(R)

; _Tr T
Pourx(t)=h(t)={ postelasl

Ona y(r) = (xx h)(-) = [*2x(Dh(r — t)dt

T>T 4 t
1 I 1 | 1
I I | |
I I | |
I I | |
t + . —>
T T :
-7 2 T
A‘
¥ + > T
_T T 5Pﬂnuqus
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Généralités
Produit de Convolution

Exemple pour £,(R)

Pourx(t):h(t):{ o srel 7.+ 7]

Ona y(+) = (x* h)() ={ g s tel Tl
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Généralités
Produit de Convolution

Propriétés de la convolution (1/2)
® commutativité
x(t) * h(t) = h(t) * x(t)
® associativité
[g(t) * h(t)] « x(t) = g(t) * [h(t) = x(t)]
e distributivité
h(t) * [x1(t) + x2(t)] = h(t) * x1(t) + h(t) * x2(t)

® préserve la causalité

x(t) causal et h(t) causal = h(t) % x(t) causal ..

REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Généralités
Produit de Convolution

Propriétés de la convolution (2/2)

® décalage temporel

y(t) = h(t) # x(t) = h(t — 1) » x(t = 2) = y(t = (71 + 72))

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Introduction Généralités Signaux Déterministes Signaux Aléatoires Signaux discrets

Produit de Convolution

En résumé

® un signal est un fonction qui varie en fonction d'une ou plusieurs
variables

® un signal peut étre continu ou discret, causal ou non-causal,
analogique ou numérique, périodique ou apériodique,
déterministe ou aléatoire

® on peut rassembler les signaux dans différentes “boites” appelées
espaces fonctionnels

® on peut effectuer plusieurs opérations temporelles sur un signal :
décalage, facteur d’échelle temporel, retournement, ou une
combinaison de ces opérations

® la convolution est une opération sur deux signaux _

REPUBLIQUE
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Signaux Déterministes
Décomposition en série de Fourier

Rappel : base orhonormée

{ex} est une base orthonormée de £

(e, ) = 1 sik=1
K= 0 sinon

Soit x € &
X = Zxkek avec xx = (x, k)

= X161 + x2€2

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Signaux Déterministes
Décomposition en série de Fourier

Décomposition en série de Fourier

Base pour les fonctions périodiques

j2mk -t .
{t e T }k ; est une base orthonormée de L5 ([—%, 12q D
€

+To/2

<6127Tk t ej27‘l‘ %> _ i/ J2 DT 4y 1 s! k=1
To J 152 0 sinon

Soit x € Lo ([—%, %l D et fo = Tlo (fondamentale)

1 To/2 .
X(t) = ZC e}27rkfbt avec ¢, = <X e/27rkfbt> x(t)e J27rkf0tdt
keZ To J_ To/2 CE
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Signaux Déterministes
Décomposition en série de Fourier

Cas particulier : signal réel

Six(t)eR
x*(t) = x(t)
donne
1 T0/2 . 1 T0/2 . *
o= [ e (e)erkhtar — [ L / x(t)e2mHotgr | —
To J_1,2 To J-19)2
et

—+o00
x(t) = co + Z crel?mkht o ¢ | emi2mkht

k=1
+o0

=0+ Z(ck + c_k) cos (2mkfyt) + j(ck — c—k)sin (2mkfyt)
k=1

FRANGAISE
it
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Signaux Déterministes
Décomposition en série de Fourier

Cas particulier : signal réel

On définit
1 T0/2
a =C = — X(t)dt
To J_1o)2
2 T0/2
ax = ¢k + c_k = 2Re(ck) = —/ x(t) cos (2kmfyt)dt
To J_1o)2
2 T0/2
b = j(ck — i) = —2Im(ce) = —/ x(£) sin (2kfot)dt
To J-1y)2
qui donne
+oo
x(t) = ag+ Y _ axcos (2knfyt) + by sin (2knyt)
k=1 gpﬂnuquz

FRANCAISE

Pour un signal réel !
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Signaux Déterministes

Décomposition en série de Fourier

[[lustration

EX
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Signaux Déterministes
Décomposition en série de Fourier

Utilisation

Dualité temps-fréquence

Définition

Les fréquences multiples de la fondamentale fy sont appelées harmoniques

Décomposition en série de Fourier : importance de chaque harmonique

ak

—

cos (2mfyt)

—

-1

EX
REPUBLIQUE f

ERANCHISE

i Afy

fo 2f  3f
Julien LESOUPLE - SIGNAV

Mathématiques Appliquées pour le Traitement du Signal

ISESA24 57 / 146



Signaux Déterministes

Décomposition en série de Fourier

Utilisation

Exemple

AV HEE

EX
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Signaux Déterministes

Décomposition en série de Fourier

Utilisation

Exemple : filtrage passe-bas
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Signaux Déterministes

Décomposition en série de Fourier

Utilisation

Exemple : filtrage passe-bas

NAIIRN

fh 2% 36 4h
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Signaux Déterministes

Décomposition en série de Fourier

Utilisation

Exemple : filtrage passe-haut
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Signaux Déterministes

Décomposition en série de Fourier

Utilisation

Exemple : filtrage passe-haut

I

fo

Julien LESOUPLE - SIGNAV Mathématiques Appliquées pour le Traitement du Signal
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Signaux Déterministes
Décomposition en série de Fourier

Utilisation

Exemple : filtrage passe-bande

A EWIE K

fo 2f 3fo 4f
EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Signaux Déterministes
Décomposition en série de Fourier

Utilisation

Exemple : filtrage passe-bande

AL ML L
VIV L
fo 2fy 3f 4fy
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REPUBLIQUE
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Signaux Déterministes
Transformée de Fourier

Généralisation : la transformée de Fourier

“Base” de L3(R) ? — “période infinie”

{t . ej27rkfbt} N {“_) ej27rft}
keZ feR

Soit x € L5 (R)
To/2

Ck = <x, ejz“kﬂ’t> = i/ x(t)e J2mkhtd ¢
To J_71,02

= FRH) = X(7) = () = [ x(eje 2T ar

—00

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Signaux Déterministes
Transformée de Fourier

Généralisation : la transformée de Fourier inverse

Reconstruction du signal

o0

x(t)= ) ce?mht

k=—o00

= x(t) = FHX}(t) = /_oo X(f)e>ftdf

et
FRFXOON(E) = x(1)
Signal périodique
X(f) = /+OOZCkej2ﬂ-(kﬂ)—f)tdt _ { ck si f=kfy

. 0 sinon o
keZ R
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Signaux Déterministes
Transformée de Fourier

Conditions suffisantes d’existence

¢ signal a énergie finie : x(t) € £L»(R)
® conditions de Dirichlet :
O x(t) € L1(R)
@ x(t) a un nombre fini de maxima et de minima dans n'importe quel
intervalle fini

© x(t) a un nombre finie de discontinuités, chacune de ces discontinuités
étant finie

Admis dans la suite du cours

EX
REPUBLIQUE
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Signaux Déterministes
Transformée de Fourier

Propriétés de la Transformée de Fourier (1/3)

® linéarité
Flax(t) + y(0)} (f) = aF {x(8)} (F) + F{y()} (f), VaeC
® parité
si x(t) est réelle et paire, alors X(f) est réelle et paire
® translation

Fx(t - to)} (F) = e P20 X(f), Vi € R

EX
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Signaux Déterministes
Transformée de Fourier

Propriétés de la Transformée de Fourier (2/3)

® modulation
FL{x(0e?™ () = X(F ~ ), VhER

® contraction de domaine

F{x(at)} () = %x (f) . VaeR

® produit de convolution

F{x(t) xy (1)} (F) = X(F) Y ()
F{x(@)y ()} (F) = X(F) = Y(f)

REPUBLIQUE
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Signaux Déterministes
Transformée de Fourier

Propriétés de la Transformée de Fourier (3/3)

® égalité de Parseval

+oo +o0o
/ ©(By(tdt= [ X(F)Y(F)df

en particulier
“+oo +oo
| ixopae= [ ixcpar
® conjugaison
Fx(a)}(F) = X*(=1).
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Signaux Déterministes
Fonctions Utiles

Les distributions

Application linéaire

Pour deux C-espaces vectoriels E, F

{p:E—F, V(x,y) EEXEVAEC, ¢(Mx+y)=(x)+o(y)}

Espace dual

Pour un espace vectoriel E,

E* = {applications linéaires de E dans R}

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Signaux Déterministes
Fonctions Utiles

Cas des fonctions C* et distribution de Dirac

Dual : espace des distributions
En particulier distribution de Dirac § : f € C> — £(0)
Notation : (4, f) = f(0)

Lien avec le produit scalaire : fonctions “généralisées”

(6, F) = / " F)s(t)dt = £(0)

—00

Application a f(t) =1: [T2§(t)dt =1
Application 3 f(t) = /27t : [T 5(t)e /2" ftdt = 1

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Signaux Déterministes

Fonctions Utiles

Approche simplifiée

1 -
ssift)[ <5
0 sinon

y (1)

1
— —t
el I
6 o -t
—£& £
2 2

Mathématiques Appliquées pour le Traitement du Signal
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Signaux Déterministes

Fonctions Utiles

Approche simplifiée

1 -
ssift)[ <5
0 sinon

y (1)

1
N

Nlm
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Signaux Déterministes

Fonctions Utiles

Approche simplifiée

m | =
oh
—
~
N—r

Nlm
N|m
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REPUBLIQUE
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Signaux Déterministes

Fonctions Utiles

Approche simplifiée

m | =
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Signaux Déterministes

Fonctions Utiles

Approche simplifiée
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Signaux Déterministes
Fonctions Utiles

Propriétés de I'impulsion de Dirac (1/2)

® |ocalisation

x(t)d(t) = x(0)d(t)
x(t)3(t — to) = x(to)d(t — to)
® convolution
x(t) * 6(t) = x(t)

® décalage
x(t) * 6(t — to) = x(t — tp)

EX
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FRANCAISE
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Signaux Déterministes
Fonctions Utiles

Propriétés de I'impulsion de Dirac (2/2)

® transformée de Fourier

F{o(n)}(f) =1
® conséquences

F{o(t — to)} (f) = exp (—j2rfto)
F{exp (j2rfot)} (f) = o(f — fo)

EX
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Signaux Déterministes
Fonctions Utiles

Peigne de Dirac

I (t) = io 5(t — KT)

k=—0c0

7 (t)

EEEREEN

3T 2T -T 0 T 2T 3T

F {7 ()} (F) = —1U1/T(f)
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Signaux Déterministes
Fonctions Utiles

Application : échantillonnage

+oo
Xe(t) = xa( )7 (t) = > xa(kT)5(t — kT)

k=—00

xa(t)

3T/2T-T 0\ T 27 37 '
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Signaux Déterministes
Fonctions Utiles

Application : échantillonnage

+oo
Xe(t) = xa( )7 (t) = > xa(kT)5(t — kT)
k=—00
? Xe(t)
xa(t)
JFT/oT-T 0\ T 2ff 37 °
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Signaux Déterministes
Fonctions Utiles

Echelon unité

[y

sit>0
sinon

u(t) = 1g+(t) = {

o

U(t)?

Y
~

Propriété
gy, (t) = u(t — to) — u(t — t1)

EX
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Signaux Déterministes
Fonctions Utiles

Fonction porte

_[1 s 3
nT(t)_{ 0 sinon

nT(t)A

A
1 I I
$ é > t
_T I
2 2
Propriété
i T
Fnr@ () = 7D ey o

ISESA24 78 / 146
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Signaux Déterministes
Fonctions Utiles

Fonction triangle

1-2 si|tf|<T

Ar(t) = T =

7(t) { 0 sinon
A7 (t)
1
} >
-T T
Propriétés
I'IT(t) * I"IT(t) = T/\T(t) .

F{AT(t)} = Tsinc® (xfT)
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Signaux Déterministes
Fonctions Utiles

Calcul de la transformée de Fourier de At

On a montré

N7 (t) «Nr(t) = TAr(t) < F{Nr(t) « N7 (t)} (f) = F{TA (1)} (f)

Par propriétés de la transformée de Fourier

F{N7(t) = Nr()}(F) = F{Or(t)}(F) x F{N1(t)}(f)
= F{Nr(t)}(F)?
FATAT(0)}(F) = TF{A7(t)}(f)
Or
FA{Or(t)} (f)) = Tsinc(xfT)
Donc
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Signaux Déterministes
Fonctions Utiles

Sinus cardinal

sinc(t) = _sint(t)
1 sinc(t)

EX
REPUBLIQUE
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Signaux Déterministes
Signaux Déterministes

Signaux déterministes

A

® signaux a temps continu (t € R)
® une seule réalisation statistique possible

® dé 3 6 faces allant de 1 a 6 : aléatoire
® dé a 6 faces avec seulement des 1 : déterministe

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Signaux Déterministes
Signaux Déterministes

Signaux déterministes non-périodiques

Pour un signal x(t) non-périodique

* puissance instantanée : p(t) = |x(t)|?

* puissance moyenne sur l'intervalle [—%,%] : =1 fT7/'§2 t)|?dt
° T/2 2
puissance moyenne : P = lim7_ o 7 [ T/2 x(t)[*dt
* énergie dans I'i - I T/2 )[2
gie dans l'intervalle [ 1 I]: Er = [~ 72 Ix(2)Pdt

® énergie totale : £ = lim7_,, ffﬁz |x(t)|?dt

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE

et
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Signaux Déterministes
Signaux Déterministes

Signaux déterministes périodiques

Pour un signal x(t) de période T

* sa puissance moyenne : P = 1 fTﬁQ |x(t)|?dt

EX
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Signaux Déterministes
Signaux Déterministes

Classification des signaux déterministes
® Signaux déterministes a énergie finie

“+o0o
E= / IX(£)2dE < o0 < x(t) € La(R)

—00

® Signaux déterministes périodiques a puissance finie

1 [tTo/2 To To
P=_ x(t)Pdt < 0o = L <[——,—D
To Jor)o x(t)| 2 R

® Signaux déterministes non-périodiques a puissance finie

1 T/2

P= lim = £)2dt <
Ti}TOO T —T/2 |X( )l > %ﬁmquz
FRANCAISE
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Signaux Déterministes
Signaux Déterministes

Exemples

Pour la fonction triangle A7 (t)

E- /+°° Ix(t)2de

—00

“+oo
- / IAF(1)2de

—00

+oo
:2/ At(t)2dt
0

2 T 5PﬂBLIQUE

FRANCAISE
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Signaux Déterministes
Signaux Déterministes

Exemples

Pour la fonction triangle Ay (t)

1 +T1/2 )
Pr, = - |x(t)|°dt
1J-T1/2
_ 2T
3Ty
—0
T1—+o0
Donc P =0

FRANCAISE
Julien LESOUPLE - SIGNAV
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Signaux Déterministes
Signaux Déterministes

Exemples

Pour la fonction échelon unité u(t)

E= /+oo|u(t)|2dt

_+oo
:/ dt
0
= 0
1 +T/2
Pr== lu(t)[2dt
TJ 1)
1 +T/2
S dt
T Jo
_1
- 2 5Pﬂsuqus

1
Donc P = 3
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Signaux Déterministes
Signaux Déterministes

Exemples

Pour la fonction cosinus cos (t) (2m-périodique)

p=t /+7r|cos(t)|2dt
2w

1 [t
=—/ (1+ cos2t)dt

4 J_,
:%[t+sin2t]+ﬂ
T 2 | .
1
= E(”_ (=)
1
—2

REPUBLIQUE

_1
DoncP—§
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Signaux Déterministes
Signaux Déterministes

Corrélations et densités spectrales

Signaux a énergies finies : corrélations

® autocorrélation
+oo
Re(7) = (x(t),x(t — 7)) = /_ x(t)x*(t — 7)dt
® intercorrélation
+o00
Ro(r) = (x(e)y(e = = [ x(e)y'(e = e

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Signaux Déterministes
Signaux Déterministes

Corrélations et densités spectrales

Signaux a énergies finies : densités spectrales

® densité spectrale d'énergie
+o0 .
51 = F R} () = [ R(r)e > 7dr
® densité interspectrale d'énergie
+o0 i
So(f) = F R (M) = [ Ro(r)e s ar
—0o0

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Signaux Déterministes
Signaux Déterministes

Corrélations et densités spectrales

Signaux périodiques a puissances finies : corrélations

® autocorrélation

£T/2
Re(r) = (x(t), x(t — 7)) = ;/_T/z x(t)x"(t — 7)dt

® intercorrélation

+T/2
Ral) = (x(Oy(e =) = - [ (0 (e = e

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Signaux Déterministes
Signaux Déterministes

Corrélations et densités spectrales

Signaux périodiques a puissance finies : densités spectrales

® densité spectrale de puissance
+o0 .
51 = F R} () = [ R(r)e > 7dr
® densité interspectrale de puissance
+o00 i
So() = F {Ry(M} (1) = [~ Ry(r)e2r7dr
—00

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Signaux Déterministes
Signaux Déterministes

Corrélations et densités spectrales

On introduit (x(t),y(t)) = lim7400 + fj.rT//Qz x(t)y*(t)dt

Signaux a puissance finies : corrélations

® autocorrélation

) 1 +T/2 i
Relr) = () x(e =) = im 2 [ (e e

® intercorrélation

1 +T/2
Ray (1) = (x(t),y(t — 7)) = TiTOO7 - x(t)y*(t — 7)dt

REPUBLIQUE
FRANCAISE

et
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Signaux Déterministes
Signaux Déterministes

Corrélations et densités spectrales

Signaux a puissances finies : densités spectrales

® densité spectrale de puissance
+o0 .
51 = F R} () = [ R(r)e > 7dr
® densité interspectrale puissance
+o00 i
So() = F {Ry(M} (1) = [~ Ry(r)e2r7dr
—00

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Signaux Déterministes
Signaux Déterministes

Exemples

Pour x(t) = A
1 T/2

= —/ Adt =A

TJ)_1)

Autocorrélation
1 +T/2

Re(7) = _lim x(t)x*(t — 7)dt

= A2 EN

REPUBLIQUE
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Signaux Déterministes
Signaux Déterministes

Exemples

Pour x(t) = A
Densité spectrale de puissance

Sx(f) = F{R«(7)} (f)
=F{A*}(f)
= A2 F {1} (f)
= A%5(f)

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Signaux Déterministes
Signaux Déterministes

Exemples
Pour x(t) = /2™t période T; = fll
1
p= fl/”l1 |27t 24t = 1

T2
Autocorrélation

Ry(r) = A /_T (B (£ — 7)dt

1

26
1
_ fl /2f1 ej27rf1te—j27rf1(t—r)dt
1
0
1
_ flej27rf17/2f1 el2m(fi—f)t gy
1
_ﬁ 5Pﬂnuqus
'27Tf'17_ FRANCAISE
=€
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Signaux Déterministes
Signaux Déterministes

Exemples

Pour x(t) = e/?7fit
Densité spectrale de puissance

Sy(f) = F{R«(7)} (f)
=6(f - f)

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Signaux Aléatoires
Introduction

Définitions

Fonctions a temps continu : C® = {x|Vt € R, x(t) € C}
® |a fonction t — exp(t)
® |'intensité d'une ampoule

Evénement déterministe : une seule réalisation statistique
* la fonction t — cos(t)

Evénement aléatoire : plusieurs réalisations possibles avec différentes
probabilités

® |ancé de dé

® mesure d'une température a |'aide d'un capteur

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Signaux Aléatoires
Bases de Probabilités

Variables aléatoires

Définition

Variable réelle dont la valeur est déterminée apres la réalisation d'un
phénomene aléatoire dont la fréquence d’apparition dépend d'une
probabilité

Exemples
® |ancé d'une piece non truquée

® |ancé d'un dé truqué

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Introduction Généralités ux Déterministes Signaux Aléatoires Signau

Bases de Probabilités

Variables aléatoires

Il existe deux principaux types de variables aléatoires
® variables aléatoires discrétes : I'ensemble des valeurs que peut prendre
la variable est dénombrable (ex : {0, 5}, N, ...)

® variables aléatoires continues : I'ensemble des valeurs que peut
prendre la variable est indénombrable (ex : [0, 1], R, ...)

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Introduction Généralités Signaux Déterministes Signaux Aléatoires Signaux discrets

Bases de Probabilités

Variables aléatoires

Caractérisation

Classiquement on utilise

® pour tout type de variable aléatoire : fonction de répartition (CDF)
Fx(x) =P(X < x)

® variables aléatoires discretes : fonction de masse (PMF)

® variables aléatoires continues : fonction densité de probabilité (PDF)

fx(x) = Fx(x)

WETY
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Signaux Aléatoires
Bases de Probabilités

Fonction de masse

X VA discréte qui prend ses valeurs dans 2 C R dénombrable

Propriétés

.OSP)((X)S].

® Yxea Px(x) =1
* VACQ,P(X €A) =3, 4Px(x)

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Signaux Aléatoires
Bases de Probabilités
Exemple : loi uniforme discrete

Pour une VA uniforme discrete sur {1,--- , N}, on veut que chaque
élément ait la méme probabilité (pas d'élément privilégié)

Px(X):{ pel0,1] sixeQ={1,---,N}

0 sinon

N
Y Px(x)=1=) Px(x)=1
x=1

xEQ
N
=3 p=
x=1
=Np=1
1
:>p — N gpﬂnuquz

FRANCAISE
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Signaux Aléatoires
Bases de Probabilités

Exemple

Loi uniforme sur {1,2,3,4}

APX(X) A Fx(X)
toa O —

| SR —

fo-oe—
1 1 1 1 1
Z'"I"T'T"I Y e I
0 I 2 3 4 g 01 2 3 4 g x

Pour une VA discréte, Fx est discontinue éﬁ&l&u{s
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Signaux Aléatoires
Bases de Probabilités

Variables aléatoires continues : attention

Pour une VA continue X
P(X =x)=0

En revanche, P(X € [a, b]) peut étre non-nul et on a

IP(a <X < b) = Fx(b) — Fx(a)

= / ’ Fc(x)dx

Les zones a forte densité sont plus probables
Conséquence :
P(X € [a, b]) = P(X €]a, b])

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Signaux Aléatoires
Bases de Probabilités

Densité de probabilité

Propriétés
* Vx eR,fx(x)>0
o [T f(u)du=1
* Fx(x)= ffoo fx(u)du
o P(a< X < b) = Fx(b) — Fx(a) = [ fi(u)du

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Signaux Aléatoires
Bases de Probabilités
Exemple : loi uniforme continue
Pour une VA uniforme continue sur [a, b], on veut que chaque sous

intervalle de [a, b] ait la méme probabilité (pas de zone privilégiée) La
densité de probabilité est constante

(%) :{ a  six€[a b

0 sinon
+o0
/ fe(x )dx—1=>/ fe(x)dx = 1

:>/ adx =1

=(b—-a)a=1

EX
b —a REPUBLIQUE

FRANCAISE
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Signaux Aléatoires
Bases de Probabilités

Exemple

Loi uniforme sur [1, 4]

A fX(X) A FX(X)
11 +--1
3
1
1
1 2
] I — 1
0 1 2 3 4 g (0] X

Pour une VA continue, Fx est continue gﬁ%&s
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Introduction Généralités ux Déterministes

Signaux Aléatoires Signau

Bases de Probabilités

Espérance

Moyenne statistique d'une variable aléatoire

Définition

L'espérance mathématique d'une variable aléatoire est donnée par
® si X VA discrete

E[X] =Y xPx(x) =Y xP(X =x)

xeN keQ
® si X VA continue

E[X] :/RXfX(X)dX

“somme” < “intégrale” et “PMF"«+ “PDF" RevUbLique
FRANCAISE
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Signaux Aléatoires
Bases de Probabilités

Exemple

® loi uniforme sur {1,---, N}

E[X] =) xPx(x)
xEN
N X
= ;N
1 N(N +1)
L=

=2

N+1
2

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Introduction Généralités ux Déterministes Signaux Aléatoires Signau

Bases de Probabilités

Espérance

Théoréeme

L'espérance est linéaire

Va,b e R E[aX + b] = aE[X] + b

Pour des VA Xi,---, X,

E[X1 + Xo + - - + X,] = E[X1] + E[Xo] + - - - + E[X]

Exemple : on lance un dé et on regarde le double du résultat auquel on
ajoute 3. Quelle est I'espérance de cette variable aléatoire 7 On lance deux
dés, quelle est I'espérance de la somme 7

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Introduction Généralités Signaux Déterministes Signaux Aléatoires Signaux discrets

Bases de Probabilités

Fonction d’une variable aléatoire

Théoréme du transfert

Soit X une variable aléatoire

® si X est une VA discréte

Elg(X)] = ) g(x)Px(x)

x€EQ

® si X est une VA continue

Elg(X)] = /R Sl

Exemple : Xuniforme sur {0, %, %, 3% 7}. Calculer E[sin(X)]

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE

et

Julien LESOUPLE - SIGNAV Mathématiques Appliquées pour le Traitement du Signal ISESA24 118 / 146



Signaux Aléatoires
Bases de Probabilités

Variance

Dispersion autour de la moyenne
Définition
La variance d'une variable aléatoire X est donnée par

Var(x) = 0% = E[(X — E[X])}]

ok = E[X?] - E[X]”

Exemple : variance de la loi uniforme sur {1,--- N}

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Introduction Généralités Signaux Déterministes Signaux Aléatoires Signaux discrets

Bases de Probabilités

Variables aléatoires indépendantes

Définition
Deux VA X et Y sont indépendantes si et seulement si

PX e xet Y € y] =P[X € x]P[Y € y]

Propriétés
Si deux VA X et Y sont indépendantes, alors pour toutes les fonctions f
et gona

E[f(X)g(Y)] = E[f(X)|E[g(Y)]

Exemple : variance d’'une somme de VA indépendantes

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Signaux Aléatoires
Bases de Probabilités

Produit scalaire sur les VA

Définition
On peut définir un produit scalaire pour deux variables aléatoires par

(X,Y) = E[XY*]

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Signaux Aléatoires
Signaux Aléatoires

Signaux aléatoires

Définition

Un signal x(t) est un signal aléatoire si a t fixé x(t) est une variable
aléatoire

Exemple : capteur qui fournit une température avec une erreur de mesure
(aléatoire)
x(t) = 0(t) + e(t)

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Introduction Généralités Signaux Déterministes Signaux Aléatoires Signaux discrets

Signaux Aléatoires

Autocorrélation et intercorrélation

Définition (autocorrélation)

Soient x(t) un signal aléatoire. On définit son autocorrélation par

Y(t1, o) € R?, Ru(t2, t1) = (x(t2), x(t1)) = E[x(t2)x™(t1)]

Définition (intercorrélation)

Soient x(t) et y(t) deux signaux aléatoires. On définit leur intercorrélation
par

V(t1,2) €R?, Ry(t2, 1) = (x(t2),y(t1)) = E[x(t2)y*(t1)]

Attention : ce sont des fonctions de deux variables ! REPUBLIQUE

FRANCAISE
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Signaux aléatoires a puissance moyenne finie

Définition
Soit x(t) un signal aléatoire a temps continu. On dit que x(t) est un
signal aléatoire a puissance moyenne finie s'il vérifie

Py(t) = E[|x(t)|*] < o0

Note : E[|x(t)|?] = E[x(t)x*(t)] = (x(t), x(t))

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Introduction Généralités Signaux Déterministes Signaux Aléatoires

Signaux Aléatoires

Signaux aléatoires stationnaires

Invariance des propriétés statistiques par translation dans le temps

Stationnarité au sens large

Un signal x(t) est stationnaire au sens large s'il vérifie

Vte R, E[x(t)] = my
V(tl, t2) S Rz, E[X(tz)x*(tl)] = Rx(tz = t1).

Remarque : V(t,7) € R?, E[x(t)x*(t — 7)] = Rx(7) — une seule
variable donc possibilité de définir la TdF

Il est impératif de vérifier ces deux conditions pour appliquer les résultats
qui suivent !

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE

et
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Signaux Aléatoires

Exemple : le bruit blanc

Possibilité de définir un signal stationnaire par son autocorrélation. On
définit un bruit blanc n(t) avec

E[n(t)] = 0
Ru(r) = "26(r)

donc

Analogie avec lumiére blanche

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Introduction Généralités Signaux Déterministes Signaux Aléatoires Signaux discrets

Signaux Aléatoires

Signaux aléatoires stationnaires a puissance moyenne finie

Lien avec les signaux déterministes

Pour un signal x(t) stationnaire a puissance moyenne finie

R(7) = E[x()x"(t — 7)] = (x(t), x(t — 7))

Densité spectrale de puissance

Pour un signal x(t) stationnaire a puissance moyenne finie

+oo .
Su(f) = F{Ru(7)} = /_ Ry(r)e—2r7dr

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Signaux Aléatoires

Signaux aléatoires stationnaires

Pour un signal aléatoire x(t) stationnaire

® puissance
P«(t) = Px = R«(0)

® borne supérieure
|R«(7)] < R«(0) = Px

® symétrie Hermitienne

Re(=7) = Rx(7)

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Signaux Aléatoires

Signaux Aléatoires

Signaux aléatoires stationnaires

Propriétés

Pour un signal aléatoire x(t) stationnaire

® parité pour un signal réel
x(t) € R= Ry(7) = Re(—7)

® caractere réel
S(f)eR

® parité

x(t) € R = Se(F) = Se(—f)

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE

et
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Signaux Aléatoires

Signaux Aléatoires

Signaux aléatoires stationnaires

Pour un signal aléatoire x(t) stationnaire
® positivité
5«(f) =2 0
® intégrale
+o0
/ Se(f)df = Py
—00

Toutes ces propriétés se généralisent aux signaux déterministes !

(attention énergie/puissance)

EX
REPUBLIQUE
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Signaux Aléatoires

Bilan

Classe

Conditions

Produit Scalaire

Energie finie

f+oo IX

t)[2dt < 0o (x y)

= [T x(t)y*(t)dt

Périodique a
puissance finie

To/2
P=4 f+.r0°/2 [x(t)[?dt < o

To/2
==/ °T€/2x(t (t)dt

Puissance finie

P =lim7 400 + ffT 5 Ix(£)Pdt < o0

(x,y) =lim7T5400 TI—T 5 x(t)y

*(t)dt

Aléatoire a puissance
moyenne finie

P (t)=E

[Ix(1)] < oo x;y)

=Ex(t)y"(1)]

Ra(7) = (x(t), x(t = 7))

Ry (1) = (x(2), y(t = 7))

Sx(f) = F{Rx(7)}(f)

Penser a vérifier la stationnarité si aléatoire

Julien LESOUPLE - SIGNAV

Mathématiques Appliquées pour le Traitement du Signal
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Introduction Généralités ux Déterministes

Signaux Aléatoires Signaux discrets

Introduction

Motivation

Filtrage

® opération sur un signal d’entrée (amplification, retrait de certaines
fréquences, ...)

® possibilité de travailler sur signal numérisé : filtrage numérique
Avantages :

® programmables

® pas de dérive en temps ni température

e filtre “idéaux” (comparés a des composants)
Outil nécessaire pour I'analyse des signaux numériques

® on n'a plus de fonctions continues : suites numériques

REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Signaux discrets
Signaux numériques

Définition : échantillonnage

On regarde la valeur d'un signal x(t) a des instants tres précis ti, tp, . ..

x[n] = x(t,), n€Z.

Remarque : en général, t, = nT,, avec T, période d'échantillonnage

? Xe(t)
xa(t)

—37427T-T7 O 27 3T

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Signaux numériques

Signaux déterministes non-périodiques

Grandeurs utiles
* sa puissance instantanée : p, = |x[n]|?
® puissance moyenne sur l'intervalle {—N,... N} :
Pani1 = g Yome—n X[
® puissance moyenne : P = limy_, ;o ﬁ ZLV:_N |x[n]|?
¢ énergie dans l'intervalle {—N,... N} : Exyy1 = ZHN:_N |x[n]|?
® énergie totale : £ = limy_, Z,’)’:_N |x[n]|?
— signaux discrets non-périodiques a énergie finie et a puissance finie

E)
REPUBLIQUE
FRANCAISE

et
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Signaux discrets
Signaux numériques

Signaux déterministes non-périodiques : produits scalaires

Produit scalaire sur les signaux a énergie finie

o

(xy) =Y x[nly*[n]

n=—o0

Produit scalaire sur les signaux a puissance finie

N

. 1 «
(x,y) = pim N1 > x[nly*[n]

n=—

— extension des notions définies pour les signaux continus (corrélations,

convolution, ...) Ex
REPUBLIQUE

FRANCAISE

et
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Signaux discrets
Signaux numériques

Signaux déterministes périodiques

Définition : signaux N-périodiques (fréquence 1/N)

VneN, x[n+ N]=x[n]

Puissance moyenne

Produit scalaire
1 N—1
() = 5 S Kl
n=0

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Signaux discrets
Signaux numériques

Produit de convolution

Abus de notation (x * y)[n] = x[n] * y[n]

Signaux discrets non-périodiques

+oo

(xxn)lnl= Y x[klyln - .

k=—o00

Signaux N-périodiques

g V=t
(x )l = 5 > x[Kly[n — &].
k=0

— mémes propriétés que celui défini pour les signaux continus L1, ..
FRANCAISE

et
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Signaux discrets
Signaux numériques

Impulsion de Dirac discrete (1/2)

Définition

_J 0 sin#0
5['7]_{1 sin=0

1 $4[n]

-3-2-101 2 3

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Signaux discrets
Signaux numériques

Impulsion de Dirac discrete (2/2)

Propriétés
® |ocalisation
x[n]d[n] = x[0]d[n]
x[n]o[n — no] = x[no]d[n — ng]
® convolution
x[n] * 8[n] = x[n]
® décalage

x[n] % 0[n — ng] = x[n — ng).

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE

Julien LESOUPLE - SIGNAV Mathématiques Appliquées pour le Traitement du Signal ISESA24 143 / 146



Signaux discrets

Signaux numériques

Transformée de Fourier discréte

Signaux N-périodiques : base n — ehﬂkn, k=0,....,N—1

Transformée de Fourier discréte, ou DFT

N-1

1 T jkn jkn

e = NZX[n]e‘z—ﬂk— _ <x[n],e%k—>,k:o,...,N—1

n=0

N—1

2mjkn
x[n] = cke N
k=0

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE

Zeaie
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Signaux discrets

Signaux numériques

Transformée de Fourier a temps discret (1/2)

Signaux discrets : base n +— e2minf  f ¢ [0, 1]

Transformée de Fourier a temps discret, ou DTFT

+oo

X (F) = 3 xlnle " = (xln], "), F € [0,1]

n=—0o0o

il = [ x (F) e#miiaf = (x (F) e ) ez

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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Signaux discrets
Signaux numériques

Transformée de Fourier a temps discret (2/2)

Propriétés
® |a DTFT est 1-périodique
® pour un signal discret N-périodique

I kn
X(F):{ch S!f:W, k=0,.,N-1
0 sinon

EX
REPUBLIQUE
FRANCAISE
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