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1 Introduction
Le principal inconvénient d’une heuristique est ne pas garantir l’optimalité des solutions

trouvées, ni même la distance à la valeur optimale (excepté pour les algorithmes d’approxima-
tion). Doit-on se résoudre à ne trouver que de bonnes solutions pour les problèmes NP-difficiles
de grande taille ? Nous proposons dans ce papier un nouveau type d’optimalité basé sur le
comptage de solutions. Cette optimalité est nommée optimalité faible ou optimalité expérimen-
tale en ce sens qu’elle repose sur un estimateur du nombre de solutions admissibles pour une
certaine valeur de la fonction objectif.

Cette démarche peut s’appliquer à de nombreux problèmes dès lors que le nombre de solutions
admissibles décroît exponentiellement avec la valeur de la fonction objectif (dans le cas d’une
minimisation). C’est le cas pour de nombreux problèmes, et particulièrement pour le problème
de coloration de graphe sur lequel nous avons réalisé de nombreux tests.

2 Application à la coloration de graphe
La coloration du graphe G consiste à attribuer une couleur à chacun de ses sommets de telle

manière que deux sommets reliés par une arête aient des couleurs différentes. Soit un entier
positif k, on appelle k-coloration de G, une coloration utilisant k couleurs. χ(G), le nombre
chromatique de G, est ne nombre minimal de couleurs nécessaire pour colorier G. Trouver χ(G)
est un problème NP-difficile.

Alors que des méthodes exactes ont été développées pour résoudre des problèmes de petite
taille, seules des approches heuristiques permettent actuellement de résoudre le problème de
coloration de graphes avec un nombre de sommets plus important, sans garantie d’optimalité
toutefois. En particulier l’hybridation d’heuristiques, tel que les approches mémétiques [1, 2, 5],
et notamment à population réduite [4, 3], atteignent des niveaux de performance inenvisageable
avec des approches exactes.

On note N (G, k) le nombre de k-coloration différentes de G et i(G) le nombre de stable
(ou "independant set", c-à-d un ensemble de sommets deux à deux non adjacents) de G. Notre
travail est fondé sur la constatation suivante :

Théorème 1 Si i(G) > N (G, k) > 0, alors χ(G) = k.

Il suffit donc de trouver un majorant de N (G, k) qui soit plus petit que i(G) pour prou-
ver l’optimalité. Nous construisons un estimateur de N (G, k) à partir d’un échantillon de
k-colorations trouvées à l’aide de notre algorithme mémétique HEAD [4]. Cette estimateur
se base sur la méthode de capture-marquage-recapture communément utilisée pour estimer la
taille d’une population d’animaux.



3 Tests et analyses
Notre approche est testée sur les benchmarks DIMACS (plus de 100 graphes) et RCBII (plus

de 2000 graphes de densité et taille variées). Notre approche ne s’applique que si le nombre de
solutions optimales n’est pas trop élevée (<100000). Dans ce cas, l’optimalité expérimentale
est conforme à l’optimalité usuelle pour les graphes dont χ(G) est connu. Pour de nombreux
graphes dont χ(G) est encore inconnu, l’optimalité expérimentale est démontrée. Sans bien sûr
être équivalent à l’optimalité usuelle, notre démarche fournit des arguments supplémentaires
de gage d’être à l’optimum.

4 Conclusions et perspectives
On évalue habituellement la robustesse d’une heuristique en indiquant le nombre de runs

couronnés de succès (c-à-d ayant trouvé la meilleure valeur de la fonction objectif) sur le
nombre de runs total. Dans notre étude, en étudiant le nombre de fois qu’une même solution
est trouvée, on indique une certaine confiance d’avoir trouvé l’optimum. Les limites et pièges
de cette approche (non ergodicité de notre algorithme, échantillonnage non-uniforme...) seront
également présentées.
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