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Dans ce travail, nous nous intéressons à la formulation de variantes du problème du sé-
parateur dans un graphe (VSP, pour Vertex Separator Problem), permettant de fournir des
méthodes alternatives aux méthodes classiques de clustering.

Etant donné G = (V,E) un graphe connexe non-dirigé (dont les sommets peuvent être
pondérés), le but du VSP est de trouver un ensemble de sommets de poids minimal dont
la suppression déconnecte le graphe. En d’autres termes, il s’agit de trouver une partition
(A,B,C) de V telle qu’aucune arête ne lie A et B et telle que C est minimal. C est appelé un
séparateur du graphe G. Le VSP est un problème NP-complet. Dans [1], Kanevsky propose
un algorithme permettant de trouver tous les séparateurs de taille minimale d’un graphe en
se basant sur un algorithme de flot maximal. Cette solution présente deux inconvénients :
i) elle ne permet pas de prendre en compte des poids sur les sommets et ii) la partition du
graphe peut être totalement déséquilibrée. En effet, la Figure 1 présente le compromis entre la
recherche d’un séparateur minimal et d’une partition équilibrée. On peut voir qu’un séparateur
minimal du graphe est le singleton du sommet rouge, mais trouver le séparateur en bleu serait
plus pertinent pour des applications au clustering. En effet la partition engendrée est bien
plus équilibrée en utilisant le séparateur bleu. En 2011, pour faire suite aux travaux de Balas

FIG. 1 – Compromis entre séparateur minimal et partition équilibrée

et De Souza [2, 3], Didi Biha et Meurs présentent dans [4] une nouvelle modélisation du VSP
utilisant la programmation linéaire. Cette modélisation (sur laquelle se base cet article) permet
de prendre en compte des poids sur les sommets et permet d’obtenir des partitions équilibrées.
L’idée est de maximiser f : (A,B,C) 7−→ |A| + |B| sous contrainte que E ∩ (A × B) = ∅ et
|A|, |B| ≤ β(|V |) où β(|V |) est une constante arbitraire qui majore les tailles des piliers A et
B afin d’équilibrer la partition calculée. Benlic et Hao présentent une solution approximée du
VSP dans [5]. Le graphe est séparé en 2 sous-ensembles de sommets A et B, puis pour chaque
arête liant A et B, l’une des deux extrémités est déplacée dans un autre ensemble C. Cela
permet d’obtenir un premier séparateur a priori non optimal. Afin d’équilibrer le graphe, on
retrouve la contrainte d’équilibre |A|, |B| ≤ β(|V |). La recherche d’un optimum local se fait
ensuite en déplaçant aléatoirement un sommet du séparateur dans un des piliers A ou B, puis
en déplaçant ses voisins dans le séparateur si nécessaire pour assurer la non-connectivité entre
A et B.

Ici, nous introduisons une formulation relaxée du problème permettant de calculer un sépara-
teur de poids faible engendrant une partition équilibrée. En effet, nous modélisons le problème
sous forme de programme linéaire en nombre entiers (en gardant les notations de [4]) qui re-
lâche les contraintes de majoration des tailles des piliers, à savoir |A|, |B| ≤ β(|V |).



Le programme linéaire prend alors la forme :

max(c(A) + c(B))− λ(c(A)− c(B)) (1)

sous contrainte de (i) (A,B,C) est une partition de V , (ii) c(A) ≥ c(B), (iii) E∩(A×B) = ∅,
où c est la fonction qui associe un ensemble de sommets à son poids et où λ ∈ [0, 1] est un
hyper-paramètre permettant de calibrer le compromis entre l’obtention d’un séparateur de
faible poids et l’équilibre entre les piliers A et B.

Nous proposons ensuite une nouvelle version du VSP se basant sur la formulation (1), qui per-
met de prendre aussi en compte des distances entre les sommets, afin de trouver un séparateur
de faible taille engendrant une partition équilibrée et minimisant les distances intra-clusters.
Pour cela, définissons x,y ∈ {0, 1}|V | les indicatrices d’appartenance à A et B (i.e. pour v ∈ V ,
xv = 1 si v ∈ A et yv = 1 si v ∈ B) et c ∈ (R+)|V | le vecteur des poids de V . (1) se reformule
alors de la manière suivante :

max>c(x + y)− λ>c(x − y) (2)

Le programme d’optimisation prenant en compte les distances intra-clusters est le suivant :

max>c(x + y)− λ>c(x − y)− µ
∑

u,v∈V

d(u, v)(xuxv + yuyv) (3)

où l’hyper-paramètre µ ∈ R+ permet de choisir l’importance des distances intra-cluster. Ce pro-
blème fait maintenant intervenir des termes quadratiques donc est plus difficilement calculable
par des solveurs classiques. Nous présentons donc une nouvelle famille de variables contraintes
permettant de linéariser l’intégration des distances au programme linéaire en nombre entiers.

On introduit (zuv)u,v∈V tel que pour u, v ∈ V zuv = 1 si u, v appartiennent au même pilier
et zuv = 0 sinon. Le programme d’optimisation prend alors la forme

max>c(x + y)− λ>c(x − y)− µ
∑

u,v∈V

d(u, v)zuv (4)

sous contrainte de (i)-(iii) et ∀u, v ∈ V, zuv = xuxv + yuyv. Ces dernières contraintes sont qua-
dratiques mais peuvent être linéarisées sous la forme : (iv) ∀u, v ∈ V, zuv ≥ xu + xv − 1 (v)
∀u, v ∈ V, zuv ≥ yu + yv − 1 (vi) ∀u, v ∈ V, zuv ∈ {0, 1}.

Nous avons présenté une nouvelle modélisation relaxée du VSP permettant de séparer un
graphe de manière équilibrée où le poids du séparateur est faible et minimisant les distances
intra-clusters. Les deux reformulations du VSP ainsi obtenues peuvent être utilisées à des fins
de clustering de graphe puisqu’elles permettent de séparer un graphe en composantes connexes.
La formulation (1) ne requiert pas la définition d’une distance entre les sommets du graphe,
tandis que le seconde permet de minimiser des distances intra-clusters. Des premiers tests
menés sur différents ensembles de données montrent que la recherche de séparateurs avec la
formulation (1) permet de détecter des sous-groupes sémantiquement liés au sein d’un graphe.
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