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Estimation non linéaire basée sur la théorie des observateurs invariants
(JP. Condomines; ENAC/DRONE ; email : jean-philippe.condomines@enac.fr )

1. Avant-propos

Le travail effectué au cours de cette étude vise a analyser une solution algorithmique d’estimation
non linéaire récemment développée : 'TUKF (Invariant Unscented Kalman Filter). A 'instar des
travaux menés il y a quelques années autour de 'IEKF (Invariant Extended Kalman Filter),
les gains de correction de cet estimateur, construits pour étre invariant, peuvent étre obtenus en
suivant les étapes de calcul propres au filtrage de type UKF (que celles-ci soient déclinées dans
une forme factorisée ou non). Toutefois, 'intégration & la théorie des observateurs invariants d’une
procédure de calcul des gains de correction qui suit un schéma algorithmique emprunté au filtrage
de Kalman dit unscented, nécessite un certain nombre de développements méthodologiques. Nous
commencons donc notre étude par une recherche bibliographique. Elle présente succinctement les
développements méthodologiques permettant I’élaboration des algorithmes UKF et EKF sous une
forme invariante, sur la base de la théorie des observateurs invariants. Ces deux algorithmes sont
ensuite exploités sur différents problemes et comparés a leur forme standard.

2. Petit tour d’horizon des problemes d’estimation des filtres de Kalman invariants

2.1 Théorie des observateurs invariants

De nombreux travaux de recherche sur les observateurs invariants non linéaires ont été menés
durant ces dix dernieres années notamment par P. Rouchon, S. Bonnabel et E. Salaiin Bonnabel
et al. (2008) (Bonnabel et al., 2009a) (Martin and Salaun, 2010) dont les résultats ont permis
d’élaborer une méthode constructive utilisant conjointement la géométrie différentielle et la théorie
des groupes pour synthétiser des filtres non linéaires dédiés aux problemes d’estimation non linéaire
de I’état d’un systeme. La particularité de cette méthode est de préserver les propriétés physiques et
de symétrie des systémes. La conception de tels filtres requiert, au travers de différentes définitions
de groupe, la recherche de transformations portant sur le modele dynamique du systéme afin de
formuler le probleme en des termes mathématiques appropriés. Par la suite, la mise en place d’un
cadre géométrique nécessitant a la fois la recherche d’un champ de vecteurs invariants et la définition
d’une erreur invariante va permettre de finaliser 1’élaboration de ce filtre. Par ailleurs, afin de régler
la dynamique de celui-ci, il sera nécessaire de déterminer les gains via une linéarisation de I’erreur
d’état devenue non linéaire. Désormais, la linéarisation ne se fera plus autour d’un point d’équilibre
mais autour de I’élément neutre d’un groupe, ce qui permettra, comme nous le verrons, d’élargir le
domaine de convergence de l’estimation et d’avoir une forme simplifiée de la dynamique de ’erreur
d’estimation sur [’état. A travers les différentes définitions qui suivent, nous présentons ici le fil
conducteur des principaux travaux de recherche menés autour de la synthése de filtres invariants.
Cette théorie sera appliquée pour le développement de 'TEKF (Bonnabel et al., 2009b) (Bonnabel,
2007)(Barrau and Bonnabel, 2014) et de 'TUKF (Condomines et al., 2013) (Condomines et al.,
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2014) (Condomines et al., 2015) puis repris au travers de 1’élaboration d’un systéme nommé tilt
sensor system. Tout d’abord, considérons la représentation d’état non linéaire suivante définit par :

B = fen), y = hlxw) 1)
Dans I’équation 1, le vecteur d’état x (resp. d’entrée u)(resp. de sortie y) appartient & un ensemble
ouvert X € R™ (resp. U € R™)(resp. Y € RP,p < n). Etant donné cette représentation non linéaire,
nous commencons par définir une structure de groupe sur laquelle nous allons construire différentes
transformations dont les actions sur les ouverts précédemment définis vont laisser inchanger la
dynamique (du systeme).

Definition 1: Groupe de transformation : Soit G un groupe de Lie et T un ouvert de RY.
Une action sur T d’un groupe de transformation paramétré par G, noté (04)gec et d’application
identité 0. (e, est ’élément neutre de G), et tel que (g,&) € G X T = ¢4(§) € T, est une carte
différentiable qui vérifie :

S VEET,0.(6) =

= V(g1,92) € G*,0g, 004, (€) = Oy, ().

Definition 2: Identification du groupe de Lie et de l'ouvert : Soit (0y),cc un groupe de
transformation de rang plein i.e., Vg € G, dim(Im(f,)) = dim(G) = r. Si dim(G) = r = dim(T) =
q alors G et T peuvent étre identifiés 'un a Uautre de sorte que l’application 6 paramétrisée sur G
puisse s’assimiler a une multiplication d droite ou a gauche telle que :

V(9,€) € (G X T), 04(§) =€g7" = Ry1(§) ou 0(€) = g& = Ly(€)

A partir de la définition 2, il en résulte que (6,)4ec est un difféomorphisme. Par ailleurs, nous
considérerons uniquement dans la suite les actions de groupe de rang plein pour lesquelles rg(6,) =
dim(G) et dim(G) = dim(M). Dans ce cas 1a, la définition 2 signifie que nous pouvons identifier
le groupe G a l'ouvert 7.

Par analogie, en considérant la représentation d’état 1 ou le vecteur d’état (resp. d’entrée)(resp.
de sortie) appartient & un ensemble ouvert X € R™ (resp. U € R™)(resp. Y € RP,p < n), nous
considérons le groupe de transformation défini par une multiplication a droite sur X x U x Y tel
que :

P GX(XXUXY)—=> (X xUXY)
(g,x, u7y> = ¢9(X7 uay) = (SOg(X)Wg(u)apg(Y)) = (X7U7Y)

oll (g, g, pg) sont trois difféomorphismes paramétrisés par g € G' ou le groupe de Lie G vérifie
dim(G)=dim(X)=n. Les coordonnées des transformations ci-dessus doivent étre définies telle que
leur action respective mais conjuguée sur les variables d’état, d’entrée et de sortie laisse I'entiere
dynamique du systeme inchangée, c’est & dire X = f(X,U) and Y = h(X, U) tel que :

Definition 3: Systéme G-invariant et sortie équivariante : La dynamique du systéme sera
dite G-invariante si 3(¢q,Vg)geq, V(g,%,u) € G x (X xU) :

flpg(x),1g(0)) = Dipy(x) - f(x,0)

ou D(pg(x) désigne l'application dérivée de ¢4 en x. De plus, sa sortie sera dite G-equivariante si
(pg)gec G Xy =y, ¥(g,x,u) € G x (X xU) :

h’(gpg(x% %(u)) - pg(h(X, u))
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La derniere définition signifie que les équations d’évolution et d’observation restent explicitement
identiques a la suite de ’application des trois transformations. Basé sur la méthode du repere
mobile de Cartan, un ensemble complet de n-invariant(s) dans G peut étre construit en considérant
seulement ’action de groupe .

Definition 4: Equation de normalisation : Pour deux points quelconques x,c € T, il existe
g tel que 4(x) = Ly(z) = gz = ¢ ou O4(x) = Ry (z) = zg~" = c. Ainsi Uexistence d’un repére
mobile noté par la suite v en tout point x € T est garantie. En particulier, en choisissant ¢ = e,
nous en déduisons que v(x) = x~t. Cette procédure est appelée | normalisation .

Definition 5: Un filtre invariant s’écrit :

ot le gain matriciel K; dépend de la trajectoire du systéme seulement au travers de l’ensemble com-
plet d’invariant connu I(X,u) = g1 (u). wi(X) := [De,z)(X)] - 0/0x; est un vecteur invariant
qui projette ’ensemble des termes de correction invariants sur chaque composante de l’équation
d’évolution f(%,u), c’est-a-dire l’espace tangent. 0/0x; est le iéme champ de vecteur de la base
canonique de R™.

Les propriétés de convergence de ’équation 2 dépendent des gains K; et de la facon dont l’er-
reur d’estimation sur I'état est définie. En effet, au lieu de considérer une erreur d’estimation
d’état linéaire classiquement notée X — x, la théorie des observateurs invariants définit une erreur
d’estimation invariante sur I’état du systéme notée n(x, %) = x 1%.

Definition 6: La convergence asymptotique de X vers X est équivalente a la stabilité de la dyna-
mique de l'erreur d’état invariante qui est régie par l’équation trés générale suivante :

i ="(n1(X u)) (3)

ot Y est une fonction lisse (de classe C*). Ainsi, il apparait que n dépend de la trajectoire du
systeme seulement au travers des invariants connus I(X,u).

Cette méthode de construction est systématique pour le design des (pré)-observateurs appelés
aussi observateurs candidats dont les termes de correction préservent les symétries du systeme
originel. Néanmoins, les hypotheses nécessaires qui ont été formulées quant a la régularité et aux
propriétés de I'action de groupe sur 1'état, c’est a dire : dim(py) = dim(G), restent un verrou a
lever afin que I'approche devienne complétement systématique.

2.2 Quelques remarques sur l’erreur d’estimation

Les propriétés d’invariance d’un estimateur d’état, que ’on souhaite voir préserver les symétries
intrinseques au systeéme, reposent essentiellement sur la notion d’erreur d’estimation sur 1’état
invariante et sur sa dynamique propre. En effet, il est possible de montrer que cette dernieére
dépend uniquement de 'erreur d’estimation sur I’état invariante elle-méme et de I’ensemble complet
d’invariants fondamentaux du systeme défini par I(%,u) = ¥ x)(u) = Y51 (u).Cette dynamique
dépend des trajectoires estimées par le systéme uniquement au travers de la non-linéarité I. Il
s’agit 1a d’une grande différence par rapport a la plupart des algorithmes d’estimation non linéaires
conventionnels tels que 'EKF ou 'UKF pour lesquels la dynamique de ’erreur d’estimation dépend
directement de la trajectoire suivie par I’engin. Ceci étend donc le domaine de convergence des
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observateurs invariants et en fait des estimateurs plus robustes.

Ainsi, pour un systéme dynamique qui suit une trajectoire de référence quasi-permanente, i.e.
tels que les invariants fondamentaux I(x,u) ne dépendent pas du temps, I(x,u) = ¢, il peut étre
démontré que les matrices de gain K convergent vers des valeurs fixes pour toutes trajectoires
x  telles que I(x,u) = c. Par la suite, il peut étre démontré que, pour certain systéme comme
le systeme de ’AHRS (Attitude and Heading Reference System) (Martin and Salaun, 2010), et
sous certaines conditions de découplage de l'estimation des composantes du vecteur d’état x, la
dynamique de lerreur d’estimation sur 1’état invariante n(x,X) obéit & une équation dite auto-
nome c’est-a-dire de la forme : 77 = YT (1, c¢). Un tel filtre sera caractérisé par un large domaine de
convergence pour différents réglages des valeurs des gains.

Pour pallier a la difficulté de régler les gains de correction manuellement, 1’état de 'art du do-
maine rapporte qu’un algorithme de type EKF, généralisé, a été développé pour obtenir ces derniers.
Celui-ci repose sur une linéarisation de la dynamique de l'erreur d’estimation sur 1’état invariante
qui permet d’identifier des matrices d’évolution (A(I)) et d’observation (C(I)) dépendantes des
invariants du probleme d’estimation. Par la suite, les équations du filtrage Kalman étendu peuvent
étre appliquées au systeme des erreurs invariantes linéarisées de sorte que la résolution de I’équation
de Riccati soit menée avec le couple (A (I), C(I)). La démarche suivie dans 'TEKF revient & formu-
ler mathématiquement un EKF' classique mais pour une erreur d’estimation sur 1’état invariante.
L’IEKF fournit une approximation, au 2" ordre, de Perreur d’estimation sur ’état invariante.
Malgré ses nombreux avantages, cette technique peut étre relativement complexe a exploiter du
fait de la linéarisation qu’elle nécessite pour identifier les matrices A(I) et C(I). Afin de s’affran-
chir de ce point difficile, des recherches ont conduit au développement d’'une méthode différente
pour 'estimation de I’état des systemes dynamiques dans un cadre non linéaire. Tout comme pour
I'EKF, 'TUKF (Invariant Unscented Kalman Filter) a cherché a conférer a 'estimateur les mémes
propriétés d’invariance que celles qui peuvent caractériser le systéme observé. Ces deux méthodes
sont présentées dans les sections suivantes.

2.3 Le filtrage de Kalman Etendu invariant : UIEKF

La démarche mise en place par S. Bonnabel et P. Rouchon dans le développement de 'TEKF (en
anglais Invariant Extented Kalman Filter) consiste a retrouver une formulation de 'EKF classique
en intégrant la théorie des observateurs invariants, c’est-a-dire retrouver les matrices linéarisées de
la dynamique de I'erreur d’estimation sur ’état invariante associée au systeme considéré. La notion
de covariance qui constitue l'inconnue de 1’équation de Riccati a résoudre se trouve redéfinie et
correspond désormais & une matrice de covariance pour les erreurs invariantes. Pour mémoire, nous
rappelons ci-apres les équations de 'EKF 1 stantard »dans le cas d’une dynamique continue :

x = f(%,u) + K(t)(ym — h(%,0)) (4)
K(t) = P(t)C"(t)(NNT)~! (5)
P(t) = A®)P(t) + P(t) AT (t) — P(t)CT (t)(NNT)~1C(t)P(t) + MMT (6)

Le calcul des gains de correction pour l’estimateur invariant a partir des principes de 'EKF
débute tout d’abord par une linéarisation, au second ordre, de l’erreur d’estimation sur 1’état
invariante, 7(x,X) = px-1(X) — px-1(x), pour identifier les matrices A, C, N et M. La donnée de
celle-ci permet ensuite d’obtenir la matrice des gains K, par les équations (4) a (6), et donc de
connaitre la dynamique de 'erreur linéarisée Ajj = (A —KC)A7. Cela permet donc in fine d’écrire
les équations de 'IEKF de la maniére suivante :
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repére invariant

au point X ~ w(X) E
k=fxu+  DLyK() - (per(2) — per (h(xw) (7)
K(f) = P(t)CT (1) (NNT) ! (8)
P(t) = A(1)P(t) + P(H)A(t) — P(t)CT (1) (NNT) ' C(t)P(t) + MM (9)

Dans I’équation (7), DLx signifie que I'invariance est considérée a gauche sur le groupe de Lie
G mais nous pourrions tout aussi bien considérer une invariance a droite DRy. A noter que
I’élaboration d’observateurs invariants sur un groupe de Lie fait ici 'hypotheése que 'action du
groupe est libre! sur I’espace d’état, et que celle-ci a la méme dimension que X. Il n’y a donc
qu’une seule orbite et ’action de groupe est dite transitive : les observateurs invariants développés
pour les problématiques AHRS et INS obéissent a cette hypothese.

Considérons connue une erreur d’estimation sur I’état invariante n vérifiant : 1 = Dgy¢(n) ot Dgye
est un champ de vecteur. Puisque G constitue une variété différentiable, il est possible d’identifier
un morceau de l'algebre de Lie de G a un voisinage U centré sur I’élément neutre e du groupe
grace & l'application exponentielle. Ainsi, une erreur 7 petite, proche de e, peut étre assimilée a
un élément de l'algebre de Lie, noté &, dans le sens ou il est possible d’écrire 1, = exp(e§;) ou
€ € R est tel que € << 1. Jusqu'aux termes d’ordre 2 en €, nous avons donc ’équation de l'erreur
d’estimation sur ’état invariante 7; linéarisée dans I’espace tangent a e qui s’écrit :

d, o Of s aw 3h ; .
Te=terte )~ e % hre - Z( 0 e, bye) (10)
ou [, ] désigne le crochet de Lie. Les matrices A(t) et C(t) peuvent étre identifiées grace a
Péquation (10) de la maniére suivante :
of L
A(D): €0 656 D)~ 9 (e 3 (e, g
oh (11)

C(I)==(e,I), M =M(), N=N(e).

ox

Il a été montré [TODO publi] que I'approximation en série de Taylor au 1°" ordre de I’équation (10),
ré-écrite sous la forme & = Dg,.(&, €), est représentative du comportement global de la dynamique
de l'erreur d’estimation sur I’état invariante. Ce résultat a amené ’énoncé du théoréme qui suit :

Theorem 1: Considérons l'erreur d’estimation sur l’état invariante ni, définie pour une dyna-
mique invariante a droite ou a gauche, l'exposant (i) désignant indifféremment L ou R. Soit
g € RIm @) tel que ny = exp(&). Si & est défini pour t > 0 par une équation différentielle
linéaire de la forme :

d

dtf ft ou At _Dgut( )

alors nous avons : . .
vt >0, ni = exp(&}) (12)

Le théoreme 1 est démontré intégralement dans (Barrau and Bonnabel, 2014). Il est extrémement
important car il garantit que I’étape de prédiction effectuée par n’importe quel filtre de Kalman
exploitant une erreur d’état invariante 2, et donc implicitement une carte exponentielle de 1’espace
géométrique, sera menée de fagon a respecter I’évolution vraie en terme de covariance de l’erreur
sur I’état estimé.

1. hypotheése de rang plein.
2. On peut écrire = 2~ 2 pour une dynamique invariance & gauche ou n = 2z ~! pour une dynamique invariance & droite.
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2.4 Le filtrage de Kalman Uscented invariant : UIUKF

Lorsque la dynamique du systéeme observé présente des propriétés d’invariance par symeétries,
les équations de base du SRUKF ne permettent pas de synthétiser un estimateur de ’état du
systeme disposant de propriétés analogues. Pourtant, du point de vue de la convergence, il peut
étre tres intéressant de chercher a conférer a tout filtre estimateur candidat les propriétés d’inva-
riance du systéme, & 'instar de ce qui est fait pour les observateurs invariants et 'IEKF. Ainsi,
JP. Condomines, C. Seren et G. Hattenberger ont modifié I'algorithme SRUKF afin que cela soit
le cas également. A partir des principes mis en ceuvre et des multiples étapes de calcul qui fondent
lalgorithme du SRUKF (Van der Merwe, 2004)(Wan and Van der Merwe, 2000)(Wan and Van der
Merwe, 2001), une réécriture naturelle des équations, visant & adapter la méthode a un cadre inva-
riant pour ’estimation, peut étre obtenue simplement en redéfinissant les termes d’erreur utilisés
dans la version standard présentée au cours de la section précédente. En effet, les termes d’erreur
linéaires X — x et z — ¥, classiquement rencontrés en filtrage de Kalman, ne préservent en rien les
symétries et les invariances du systeme. Ainsi, nous considérerons les erreurs d’état et de sortie
invariantes suivantes :

F %) (13)

Dans ’équation (13), x désigne I’état 1 vrai » du systeéme. X correspond a l’estimé de cet état.
Les notations y et z indiquent respectivement la sortie estimée et le vecteur des mesures bruitées.

Remarque : on peut vérifier aisément que ces erreurs sont invariantes. En effet, Vg € G on a :

n(%pg(x)ﬂ%(f‘)) - (p’y(gog(x))( ( ))_Sp'y(apg(x))(()og(f())

= Prle,(x)g(X ) Dry(p,(x))g(X) par définition de la loi de composition sur G

= Pyx)(X) = Oy (X) car ¥(py(x))g = v(x)

= n(x,%) O

et :
E(pg(2),09(%),9()) = Priey5)) (P9 (F)) = Pty () (P9 (2)) = Py, 209 (V) = Pr(i,(2)(2)

= py5)(¥) — Yyx)(2)
= E(zx,y) O

Dans le cas ou l'action de groupe est de rang plein et transitive (i.e. telle que dim(G) = dim(X) =
n), nous avons vu que G peut étre identifié a I'espace d’état X = R™ de sorte que la transformation
locale ¢, puisse étre assimilée & une multiplication a gauche telle que ¢4(x) = g - x. La résolution
des équations de normalisation telle que ¢4(x) = g-x = e, ol e désigne I’élément neutre du groupe
G, conduit au repére mobile solution suivant : y(x) = x~!. Dans ce cas, les erreurs de I’équation
(13) deviennent :

{n(xyi)—wx() P (X)) =e—x1-% (14)
E(z,X,¥) = px-1(¥) — px-1(2)

Deés lors, la notion de matrice de covariance des erreurs d’estimation, dont le calcul dans
lalgorithme du SRUKF peut étre approché a partir de la donnée des (2n + 1) sigma points

Xl
pour étre associée aux erreurs définies par ’équation (14). Nous parlerons alors de matrice
de covariance des erreurs d’estimation invariantes. L’étape de décomposition de la matrice de
covariance associée a l'erreur d’estimation sur ’état fait donc apparaitre un ensemble de (2n + 1)
erreurs invariantes calculées entre chaque sigma point et I’état prédit. La notion de covariance
porte donc désormais sur l'erreur d’état invariante et non plus sur un terme d’erreur linéaire. Il

s’agit de la principale nuance introduite avec le filtrage de Kalman wunscented classique. Hormis

i€ [1;(2n+1)], construits a chaque pas de temps k € Z*, se trouve désormais modifiée
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cette modification majeure, ’étape de prédiction n’est que peu modifiée par rapport a sa version
originale. Pour ce qui est de I’étape de correction, nous voyons que les modifications apportées
a la version standard du SRUKF sont plus nombreuses. En effet, la redéfinition de la notion de
matrice de covariance, associant celle-ci a des erreurs d’estimation désormais invariantes, modifie :

O le calcul de la covariance prédite relative a la sortie y tel que :
Py it1fk € E(T i1k Xbr1)kr Yiot1|i)

@ ct le calcul de la covariance croisée prédite entre les erreurs d’estimation portant sur I’état x
et la sortie y tel que :

Py i1k < (X kg1 X 1jk)s E(F k1> Xkt 1)k Yir1jk)

Il s’en suit naturellement que le gain de correction calculé pour ’estimation de 1’état par une
technique de type UKF dépendra, par transitivité, d’invariants fondamentaux pour le systéme
considéré (¢x-1(u)) et d’erreurs de sortie invariantes (E(y,x,-)).

Le cadre invariant définit pour le systeme considéré entraine également une réécriture des
équations de correction de I'état prédit. En effet, il apparait que le terme de correction additif
repose dorénavant sur : B un gain qui dépend des invariants du probléeme d’estimation; » et une
innovation invariante. De plus, ce terme correctif se retrouve projeté dans le repere invariant, de
sorte que, la correction de 1’état prédit soit réalisée, composante par composante, i.e. selon les
directions des n vecteurs de la base canonique de R™ formée par le champ de vecteurs invariants
B(Xp11x) = {wi(Xi+1)k) Fie[1;n]- Ce travail d’adaptation de la version standard du SRUKF consti-
tue I’approche la plus naturelle pour dériver un estimateur invariant dont les termes de correction :

1 sont calculés selon un schéma de type UKF, adapté au cadre invariant du probleme d’estima-
tion posé, qui échantillonne I'espace d’état a partir d’une technique SUT (Scaled Uunscented
Transform) classique, identique & celle communément exploitée pour le filtrage de Kalman par
Sigma Points;

1 respectent les symétries propres au systeme du fait qu’ils sont construits a partir d’une inno-
vation invariante et de gains dépendant des invariants fondamentaux et de l'erreur de sortie
invariante.

Il est a noter au passage que l'algorithme présenté précédemment repose sur un paramétrage
multiple du groupe de transformations en définissant successivement chaque inverse de sigma point
comme parametre a considérer pour I'application composite ¢4 = (¢g, ¢g, pg). Ceci revient a définir
un ensemble de (2n 4 1) repéres mobiles, de dimension n, dans I’espace d’état qui envoient chaque
sigma, point vers I’élément neutre e par I’application locale ¢4 qui, pour rappel, s’apparente a une
action transitive de rang plein telle que ¢4(x) = g-x (cf. figure 1). L’IUKF est générique en ce sens
qu’il ne se préoccupe ni de la forme des équations du modele d’observation, ni de celle associée aux
relations définissant la transformation de groupe p,.

x® 7(x))

x@ F(xW)

Figure 1. Réseau des (2n + 1) repéres invariants associés auzr sigma points
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Algorithme IUKF pour I'estimation d’état avec bruits additifs

Description du procédé : xgy1 = f(xk, ug) + Wi
Modélisation des capteurs : yi = h(xg, ug) + vi
Recherche de la transformation de groupe composite : ¢, = (¢g, g, pg)

» Calcul des pondérations W,Sf), (]), j€1]0;2n] (cf. Scaled UKF)

» Initialisations %o = E[xq] et Py = E[n(x0, %0)n" (X0, %0)]

» Calcul des (2n + 1) sigma points : Xgl),l = fck‘k, X’(:I/)ﬁ’ cee X’(fllz)

» Etape de prédiction :

0 vic[0:2n], X\, = F(X})w) = Kpyrp = Z an) E%m

@ Prédiction de la covariance des erreurs d’ estlmatlon invariantes sur 1’état :

2n . . . .

. Q + Z W(Z))U(X](;)r”kv &k+l|k)nT(X](€7il‘kv )A(k+l\k) ~ paranlétres X(1)

Pxx k+1lk = 0
’ 2@, e G\, Tz 0) S %

Q+ Z W(C)U(Xkﬂ\k, X Ktk Xk+1\k:) ~» parametre Xjq|x

© viec[0;2n], yk+1|k = h(Xx éiuwuk) = Yitik = Z Wrrz) 1(64)r1|k

O Prédiction de la covariance des erreurs d’ estlmatlon 1nvar1antes sur la sortie :
2n . . . . .
(OF=yas (@) ~ (1) T (s (@) ~ (1)
R R+ ZO W(C) E(Yk+1|ka Xk+1\k’ yk+1|k>E (YIc+1|ka Xk:-i—l\k:’ yk+1\k)
J— 1=
Frvktle = O e D VT ke o
R+ %W(C) E(Yk+1|k7 Xk+1|k> ykﬂ\k)E (Yk+1\k7 Xk+1|k> yk+1|k.)
1=
® Prédiction de la covariance croisée des erreurs d’estimation invariantes :
2n . X . .
(4) (@) - T (@) - (i)
R Z W( )U(Xkﬂ‘kv Xk:+1|lf)E (Yk:+1|ka Xk+1‘k? yk+1\k>
ny,k+1|k =

Z W 3 (X1 k> X;(QAM)ET(S%HM, X1k 5’;(31%)

» Etape de correction/filtrage :

A

. . -1
© Calcul des gains : Kg11 = Pyy prqi Pyy,k+1\k
® Calcul du nouvel état estimé :
n .
Xp1k+1 = Xpg1jk T Z K;(Ql BTkt 1> X1 s Zhr1) - W(Xpp 1))

® Mise a jour de la covariance PXX :

N

Pxx,k—s—l\kz—&—l Pyx K41k — Kk+1Pzz k+1\kKk+1
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3. Exemple d’application de PIUKF et de 'IEKF motivant nos recherche

Dans le prolongement des développements méthodologiques
de 'lEKF et de 'TUKF présenté a la section précédente, nous
allons nous intéresser ici aux performances de ces deux algo-
rithmes sur un systéeme appelé inclinometre ou en anglais tilt
sensor system. Ce systéeme comme son nom l'indique, permet
de mesurer 'inclinaison de tout objet disposant d’un capteur
mesurant ’accélération de celui-ci. D’autre systeme, plus com-
plexe, comme un AHRS (Attitude and Heading Reference Sys-
tem), serait en mesure de réaliser la méme opération mais ne
nous permettrait pas de mettre en exergue les différentes pro-
priétés intrinseques de 'TUKF. Par ailleurs, le modele d’obser-
vation de l'inclinometre mérite que l'on s’y attache puisqu’il
est communément utilisé dans de nombreux domaines : com- o >
munication, radars, optométrie, etc.. Enfin, cet exemple nous _ o

5z . Ty, . . Figure 2. La dynamique de l'inclinomeétre
permettra d’étudier la non linéarité du modele uniquement sur >~ =L = g groupe
I’équation d’observation. Comme nous le verrons par la suite, s0(2)
Perreur de sortie usuelle (i.e. linéaire), calculée a partir de cette
équation ne préserve pas la géométrie du systeme. Le concept d’erreur de sortie invariante est une
idée clé dans la construction de tout filtre invariant. Nous mettrons donc en avant cette propriété
en comparant 'UKF et 'IUKF. Ainsi, pour estimer I'angle d’attitude d’un objet, il nous sera
nécessaire de disposer de trois accélérometres donnant une mesure de ’accélération spécifique de
Pobjet notée a,, = (a1, a9, as). Nous considérons ici plus particulierement 1’estimation de 1’angle
0, qui décrit la rotation de I'objet dans le plan vertical comme le montre la figure 2. Le modele
d’observation non linéaire de l'inclinometre, calculé a ’aide de la matrice de passage DCM, s’écrit

de la manieére suivante :
Ya, \ _ [—sin(0))
(1) = (Cet)) = 1 (15)

A ce stade, il est nécessaire de formuler une hypothese sur I'angle d’attitude de ’engin afin
d’obtenir 1’équation d’évolution du systéme. Nous supposons que l’angle ne change pas durant
la période de mesure ou autrement dit que la dynamique de ’angle est constante. L’équation
d’évolution s’écrit donc :

6=0 (16)

Nous pouvons voir que I'espace d’état X = S! coincide topologiquement avec SO(2) comme
cela est illustré par la figure 2. La dynamique du systéme est donc indépendante de l'orientation
du repere de référence choisi et donc invariante sous I’action du groupe SO(2) des rotations du
plan. En considérant les équations d’évolution et d’observation du modele de l'inclinometre, les
transformation locales de groupe suivantes permettent de montrer que la modélisation est G-
invariante et G-équivariante. Notons les représentations d’état non linéaire décrites sous forme
compacte telle que x = f(x,u) et y = h(x,u) ot x =0 et y = (Ya,,Ya,) . Ainsi,Vg =y € G :

- B ~(Ya, cosby — Yq, sin by
(pg(x) = (9 + 90) s ¢g<u) =0, pg(y) - <ya3 cos 0y + Ya, SIN 90)

qui s’écrit avec les nouvelles variables de la manieére suivante :

[ Ya, €080y — ya, sinbp\  [(—sin(6+6p)\
Pg(Yas> Ya) = <ya3 cos 0y + Yq, sin 90> B < cos(f+6y) ) h((pg(x))
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3.1 Construction d’une erreur de sortie invariante

Nous considérons donc les équations (16) et (15), G-invariant et G-équivariant. Le groupe de
transformation définit auparavant est tel que dim(G) = dim(X) = n = 1 ce qui permet d’identifier
et d’assimiler G' et X'. Les actions seront également de rang plein i.e., telles que dim(Im(py)) =
dim(G) = 1. Identifiant G & S & partir du cas particulier ol g:x_lz( — 0), nous obtenons, via
les équations de normalisation :

o1 (z)=(0—0)=0=¢

ou e est I’élément neutre du groupe G muni de I'addition. Les résultats de ’équation de groupe
permettent ensuite de définir I’ensemble complet de m + p invariants fondamentaux a partir de la
paramétrisation g = 271 € G. 9,1 (u) fournira m invariant fondamentaux pour la dynamique du
systéme et p,-1(y), p invariant fondamentaux pour I'observation de celui-ci. Ainsi pour construire
une erreur de sortie invariante, nous ne considérons plus ’erreur de sortie linéaire usuelle § —y =
h(Z,u) —y qui ne préserve pas la symétrie du systéme pour I’estimation, mais une erreur de sortie
invariante construite autour de la transformation invariante de sortie p(g,) (Ya, s Ya,) €t de la solution
de ’équation de normalisation notée v (repére mobile) telle que :

Y(z) =—0
Une erreur de sortie invariante s’écrit donc :

E = Pyey) (gth ) Qa3) ~ Pyeg) (ya1 ) yaa)
_(cos by —sinby\ (Ja,\ (cosby —sinbp\ (ya,\ _ [ cos 6 sinf Yoy, — Ya,
sin 8y cos 6 Das sin g cos O Yas —sin @ cos 0) \Yas — Yas
Ainsi, conformément aux symétries du systeme, I’erreur de sortie invariante peut étre interprétée
comme une erreur de sortie classique projetée dans un repere de Frenet (multiplication par une
matrice de rotation). A noter que ce résultat est le méme que celui utilisé pour découpler les

entrées/sorties d'une erreur de suivi de trajectoire. En effet, en considérant comme P la position a
estimer et P la position réelle (cf. Figure 3), nous obtenons comme sortie les deux erreurs suivantes :

ey=[P—-P)-T et e =(P-P)-N

avec : . . :
7 Co.s 0 ot N — sin @
—sind cosf

Nous retrouvons bien les mémes erreurs de sorties invariantes.

Figure 3. Interprétation des erreurs invariantes entre la position réelle P et estimée p
Ainsi I’équation du filtre invariant s’écrira : A
A — ( cosf sinf Ua, —
6=0+K ( R ) (yal ya1> (17)

—sinf cos O Yas — Yas

ou K est une matrice 1 x 2 de gains dépendant ici uniquement de l’erreur de sortie invariante F
construite précédemment.

10
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Comme tout modele utilisé par I’algorithme IUKF, celui-ci doit étre exprimé en temps discret,
soit a ’aide d’un schéma d’intégration numérique de type Runge-Kutta ou bien a partir de I’expo-
nentielle matricielle des équations du modele dynamique. Nous choisissons la deuxieme méthode
de calcul qui nous donne 'expression du modele dynamique discret.

0p = 011 (18)

Afin d’obtenir un résultat le plus réaliste possible, nous supposons que les accélérometres dont
nous disposons pour la conception d’un inclinometre ont des performances limitées et présentent
donc des imperfections. Nous représentons donc les mesures fournies par les accélérometres comme
la somme d’un signal déterministe et d’un bruit blanc Gaussien de covariance R,.

Par ailleurs, un bruit d’état de covariance Q est introduit dans I’équation d’évolution afin d’étre
capable d’estimer une variation éventuelle de ’angle. En effet, si I’équation d’état n’était pas bruitée
on trouverait un gain nul en régime permanent, ce qui ne permettrait plus au filtre de détecter
une variation éventuelle de I'angle. Nous pouvons donc re-écrire les équations de l'inclinometre de
fagon suivante :

Or = 01+ ug

') _ [ —sin(0x) n v (19
yZB cos(0g) 1),‘;3

Afin d’étre en mesure de comparer les algorithmes entre eux, nous devons obtenir le modele
linéarisé de 1’équation de mesure a partir du développement en série de Taylor de hi(xg) =
(—sin(fx) cos(fy))” au voisinage de &y ;1. Ainsi, le calcul de la lindarisation donne :

H, = (;ﬁh{(x));ml - (— cos(0) — sin(Gk))T (20)

En ce qui concerne 'EKF, la linéarisation ne se fait plus autour d’un point d’équilibre mais
autour de I’élément neutre du groupe @,-1(z). Dans notre cas, ’élément neutre du groupe est
équivalent au point d’équilibre de ’équation d’évolution car le modele d’évolution est linéaire.

» Mise en évidence de l’erreur de sortie invariante sur 'IUKF : Les principes de l'algo-
rithme UKF reposent sur une utilisation implicite d’une technique connue sous le nom de régression
linéaire statistique pondérée (Weight Statistical Linear Regression, en anglais WSLR). Cette tech-
nique propage les sigmas points représentatifs de la moyenne X ) = % et des bornes X = x — oy
et X2 = % + oy ol ox constitue I’écart-type de la distribution associée a x. La propagation
de ces points permet d’obtenir les sigma-points images (ou a posteriori) ;. Deés lors, il est pos-
sible de calculer I'erreur commise entre le sigma point prédit par 1’état et 1’état prédit par le
modele d’évolution d’une part et d’autre part I'erreur commise entre le sigma point prédit par
la sortie et la sortie prédite par le modele d’observation . Ainsi, la figure 4 fournit a chaque pas
de temps les erreurs calculées respectivement par 'UKF et 'TUKF a partir des sigmas points
X (croix en bleu) , XM X et de la premiére sortie de notre systeme (i.e., Yt = —sin (6x)). De
plus, sont représentées différentes dynamiques d’erreur, pour deux angles particuliers § = 0 ou 80
degrés a estimer. En effet, deux cas nous intéresse : soit nous disposons d’un modele de sortie
linéaire & 8 = 0 degré, moyennant un bruit relativement faible, soit d’un modele de sortie forte-
ment non linéaire, & 6 = 80 degrés. La simulation s’est donc faite avec un bruit Gaussien de matrice
de covariance Q, = le — 2 et R, = 0.5 rad.

11
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Comparatif UKF vs IUKF des erreurs entre les sigmas points (Ym1=sin(6))
T T T T T

o
o
T
1

[ IUKF ]:= ¢ = 80°

o o ©
N w £
T T
(e}
I I

©
o
T

[UKF]:=6 =80°

)
a
T

Eym1:= <mxYprd(:,k)> - <yprd>
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o
(9}
o
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S
o
T
1

1 1 1 1 1 1
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Exm:= <mxSIGPTSprd(:,k)> - <xprd>

Figure 4. Comparaison des gains UKF et IUKF

Ce faisant, nous pouvons observer sur la figure 4 que les algorithmes UKF et IUKF génerent
des erreurs, fonction de l'angle d’attitude a estimer, ne convergeant pas de la méme maniere.
Les résultats permettent de mettre en évidence les principes théoriques discutés précédemment
puisqu’il apparait ici clairement que la convergence des erreurs calculée par 'IUKF est la méme
quelque soit 'angle d’attitude estimé alors que la convergence des erreurs calculée par 'UKF est
différente suivant I’angle estimé par ’algorithme. De ce fait, les sigmas points de 'TUKF convergent
systématiquement comme si I’on se trouvait constamment dans la partie linéaire du systeme d’ob-
servation, c’est a dire pour 8 = 0. Ce résultat illustre les propriétés d’invariance de 'TUKF puisque
son comportement vis-a-vis des erreurs d’estimation est le méme quelque soit I’angle d’attitude a
estimer. Pour chacune des trajectoires générées a partir des différents angles d’attitude, I’erreur
de sortie classique est projetée dans un repere de Frenet, qui préserve les symétries du systeme.
De ce résultat, il faut étre certain que les performances de 'TUKF restent identiques a celles de
I’UKF sinon meilleures. Pour cela, nous allons analyser les performances de 'TEKF, 'TUKF, 'EKF
et 'UKF a partir de la borne de Cramer-Rao.

» Quelques remarques sur les gains de ’'TUKEF : la figure 5 dessine les variations temporelles
de tous les gains de correction, de chaque variation d’angle d’attitude, pour 'UKF et I'TUKF.
Les différentes échelles en ordonnée sont identiques entre les deux cas ce qui facilite la lecture
des résultats. Une nouvelle fois, la relative constance des gains de Kalman caractérisant 'IUKF
apparait comme remarquable. Elle est l'illustration du cadre invariant introduit pour I’estimation
de I'état du systeme. Les nombreuses et fréquentes fluctuations des gains de 'UKF pour chacun
des angles sont annulées lorsque 1'on passe a la version invariante du filtrage et le seul gain calculé
par 'TUKF est le méme que celui calculé par PUKF a 6 = 0 degres.

12
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Figure 5. Interprétation des erreurs invariantes entre la position réelle P et estimée p

3.2 Analyse des performances

Dans la pratique, il est tres utile de pouvoir borner (inférieurement) la variance d’un quelconque
estimateur. Les Bornes de Cramer-Rao (BCR) donnent I’expression de la variance minimale que
I'on peut atteindre en estimant le parametre 6. Elles sont donc particulierement intéressantes et ce
pour plusieurs raisons :

» si un estimateur atteint les bornes, et ce quel que soit 6, alors c’est I'estimateur MVU (Minimum
Variance Unbiaised). On sait qu’on ne pourra donc plus améliorer 1’estimation.

» ces bornes sont une référence a laquelle on peut comparer tous les estimateurs. En particulier,
connaitre I’éloignement par rapport aux BCR est instructif parce qu’on connait alors la ”marge”
qui peut encore étre gagnée. Supposons que I’on posseéde un estimateur simple, dont la variance est
2 fois plus importante que les BCR. On peut alors se demander si le surcolit calculatoire qui sera
peut étre nécessaire pour construire un nouvel estimateur qui se rapprochera des BCR vaut la peine
ou non. Largement utilisée en estimation paramétrique, I'inégalité de Cramer-Rao est aussi définie
pour les processus aléatoires. Cette borne donne donc une indication sur les limites de performance
de 'estimateur.

13
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L’énoncé de I'inégalité de Cramer-Rao est le suivant : soit un estimateur Z,, d'un vecteur

aléatoire x,, construit a partir d’un processus observé yi, k € {0,--- ,n}. On suppose que la FDP
(Fonction de Densité de Probabilité) p, (z) vérifie la condition de régularité suivante :
+o0
lim B(z)p,, (z) = 0 avec B(x) = / (Znfn — 2)p(Yos Y15+ -+ s ynlzn = z)dyr -~ -dy,  (21)
—0Q

A noter que B(x) fait parti d’une sous-classe de processus stochastique appelé processus markovien.
Alors, quel que soit 'estimateur non biaisé Z, la variance et la matrice de covariance de Z,,,, vérifie
I'inégalité suivante :

0 ( 0 '

E[(@n‘n — 1) (g — ) | = T (@), ou I(z,) = _E[ 5o (o p(yn,xn)> ] (22)

Avec a— opérateur dérivé partiel par rapport a x, et I(n) est 'information de Fisher de x,. La
séquence I(x,) s’obtient a 'aide de I’expression récursive :

I(2n-1) = D2 — D2 (I(x,) + D)) ' D2 (23)
DY = ~B[ - (5o Wplanilen)) |
DY = B[ (5 Wpleaslen) | = DI
T o = [ (e wptenalew) ] B[ (g bt skens)
\I(io) = _E[ﬁio (;ZO 1np($o))/}

La BCR s’obtient & partir de la matrice d’information de Fisher I(x,) tel que BCR=I(z,)~!. Une
des particularités de cette information est qu'un estimateur est dit efficace si et seulement si il
atteint la BCR quelque soit I’état a estimer. Cette borne est atteignable uniquement dans le cas ou
le systeme est linéaire. Dées lors, les principes théoriques de la premiere section vont nous étre tres
utiles. Ils ont permis de discuter de la dynamique de 'erreur d’estimation sur I’état invariante. Celle-
ci obéit dans certain cas a une équation d’erreur dite autonome et donc permet de ce ramener au
cas d’un systéme au comportement linéaire sur erreur d’état. Ainsi, dans (Bonnabel and Barrau,
2015) S.Bonnabel et A. Barrau ont démontré que pour un systéme paramétré par un groupe
S0O(3), la borne de Cramér-Rao coincide parfaitement avec la covariance retourné par 1’algorithme
IEKF. Dans notre cas, 1’équation d’évolution est linéaire. Ainsi, nous devons retrouver la méme
covariance sur ’état, que l'algorithme soit invariant ou non. Néanmoins, les résultats précédents,
nous ont montré que lorsque le modele d’observation était non-linéaire, le filtre de Kalman invariant
permettait d’obtenir grace a lerreur de sortie invariante, un comportement d’erreur de sortie
linéaire. Reprenons les équations du modele d’évolution (16) et d’observation (15) et calculons
linformation de Fisher & partir de I’équation récursive (23). On a :

plonsfen) = 271762u P {2222 (-1 - xn)Q}

1 -1 . 2 2
P(Yn+1|Tni1) = \/TT exp { oR, (yn+1 + Sln($n+1)> + (ygil - C05($n+1)> }

14
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On déduit de ces équations DIt D12 D2l et D22 :

ot = 5[, (L wreina) |~
D = ~E[5 - (5 ipleanilen) | = 55 = DI
D?=-FE :3ﬂj+1 (&jﬂ lnp(:cn_1|xn))/} - E[aﬂﬁiﬂ <3$§+1 lnp(yn—1|$n+1))l} = Qlu + 1;4)
0
L’équation (23) s’écrit alors
Honi) = 3+ T (24)

Sur la figure 6 sont représentées les trajectoires de 1’écart-type de l'erreur d’estimation de I’état
par les filtres EKF,UKF IEKF,IUKF ainsi que la borne de Cramer-Rao (BCR) a posteriori pour
une covariance de bruit de mesure égale a 0.5 et une covariance de bruit de 1’état égale a le — 2.
Comme prévu, ’écart-type de 'erreur d’estimation de 1’état pour 'EKF est la méme que celle
calculée par 'IEKF. Il en est de méme pour les algorithmes UKF et IUKF. Pour ces algorithmes,
I’écart-type de I'erreur d’estimation est comme attendu, supérieur a la BCR malgré que celui calculé
par 'IUKF est tres proche de la BCR. Ce résultat nous permet d’en déduire que l'algorithme
IUKF, tout comme lalgorithme UKF, a d’excellentes performances qui ne sont en rien dégradées
par linvariance introduite dans le filtre UKF. Afin de ne pas alourdir ce rapport, les réponses
temporelles de chaque filtre n’apparaissent pas.
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Figure 6. Ecart-type de lerreur d’estimation de 1’état par les filtres et BCR
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4. TIlustration de P'IUKF pour le cas d’un INS (Inertial Navigation System)

Nous allons maintenant utiliser ’algorithme IUKF pour résoudre la problématique d’estimation
propre a 'INS. Pour ce faire, nous devons formuler un observateur invariant construit a partir des
équations d’évolution et d’observation de I'INS. Dans ce probleme, les mesures de vitesse et de
position délivrées par un GPS (Global Positioning System) et un barometre viennent enrichir les
mesures disponibles, en plus de celles déja fournies par les accélérometres et les magnétometres.
Grace aux invariances galiléennes, les équations du modele peuvent étre exprimées indifféremment
dans le repere avion ou dans le repere terrestre. Les équations du modele de 'INS (Condomines
et al., 2013) rappelées ci-contre correspondent a la description de la dynamique de I’engin et des
mesures dans le repere terrestre avec g le quaternion de norme unité. La représentation d’état
non linéaire correspondante au modele M;;LS peut-étre décrite sous une forme compacte telle que
x = f(x,u) ety = h(x,u) o x = (¢" VI X7 w] as )", u= (wp, ap,)" ety = (yi, y% yn y5)"
Pour rappel :

1
q= §Q*(Wm_wb)
. 1
V:A+a—q*am*q_1 yv )‘?
. § Yx .
Mis§ X =V (évolution) |y, | = | x.n, (observation)
L,‘)b - YB (f1 x* B xq
as =0
hy =20

En considérant les équations du modele M;;w et le groupe de Lie G = H; x R agissant sur tout

I’espace d’état associé a la description de la dynamique du systéme, les transformations locales de
groupe suivantes permettent de montrer que la modélisation INS est G-invariante et G-équivariante.
Ainsi Vg = (¢f ViE XT Wl ag ho)T € G -

q*qo
V+W ) yv +Wo
B X + Xp _(4qy *wm *qo+ wo _ yx + Xo
Pg(x) = qo_l*wb*qo—i-wo ’T’Z)g(u)_<ao-qol*am*qg)’ oly) = yn — ho+ < Xo,e3 >
as - ag 4o *YB * o
hy + hg
(25)

Ces transformations sont équivalentes soit & une rotation, soit a une translation, soit & la composi-
tion d’une rotation et d’une translation qui ré-expriment les quantités vectorielles x, u et y le repere
terrestre ou engin. La recherche des invariants du probleme, par la méthode du repére mobile, vise a
déterminer le paramétrage du groupe G qui envoie le vecteur d’état x vers ’élément neutre. Si nous
considérons le cas particulier g = x ! = ((¢71)7 —VT —XT —(grwpxq )T a7t —hy+ < X, e3 >)7,
nous obtenons :

gxq! 1
V-V 0
_ X-X 0]
Px-1(x) = q*wb*q_l —q*wb*q_l i =€ (26)
Qs - Qg 1
hp+ < X,es > —(hp+ < X, e3 >) 0
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4.1 Formulation de l’observateur invariant pour U'INS

En suivant la méthodologie présentée dans (Condomines et al., 2013), une structure possible
pour tout observateur invariant, peut étre explicitée ici dans le cas de I'INS comme il suit :

3 3
s 1, . — (i — (i = (i = (ij .
G=50% (Wm—@)+ ) SR B+ K, B+ K B+ K ] ek g
i=1 \j=1
X qA*a *qA—l 3 3 o o o o
V:A+mdi+z Z(Kgﬂv +KY, Ee+ KB + K, =
8 i=1 \ j=1
- ~ 3 3 o o o .
fo 73 (SR R R KR | o
O, .+ =1 7j=1
Mi"“‘ . 3 3 (e e e e
=Y (SR + R+ R0 + KL ) e
i=1 \j=1
. 3 _ (s _ . .
&3 = &5 ’ Z<Kg)—>as + K.(%)—ms + K(Bg)—ms ) + K;?‘,]L(LS
j=1
hb:z&qﬁ)—ws “‘Kg?)—ms +Kg)—>bs )"‘K;&bs
j=1

ou ’expression de 'erreur de sortie invariante E est donnée par :

Ev V_yv
Ex . X —y

=h(e=pz-1(x ,Wg-1 (1)) — pg—1 = ~ z 27
| == ) e = | K 7
En B—gxyp*q "

Dans les équations du filtre, nous retrouvons les composantes du repere invariant en bleu et
les différents gains matriciels K en . Les valeurs de ces matrices de gain peuvent étre fixées
arbitrairement pour imposer une dynamique souhaitée a 'estimateur. En effet, dans le cas de la
synthese d’observateurs invariants selon les principes de la méthode constructive, appliquée ici
aux cas de I'INS, il est possible de dériver un ensemble de relations analytiques qui permettent
de déduire directement, et donc analytiquement, des valeurs admissibles pour les gains. C’est en
cela que 'approche issue de la littérature du domaine porte le qualificatif de constructive. Il en
résulte immédiatement que la convergence des erreurs d’estimation peut étre assurée (au sens des
invariants du probleme d’estimation) et que, conjointement, la dynamique de I’estimateur peut étre
choisie librement. Pour pallier a la difficulté de régler les gains de correction manuellement et de
s’affranchir de la linéarisation de l'erreur d’estimation sur I’état invariant, nous allons appliquer le
filtre TUKF. On en déduit I'expression analytique n(x,x) telle que :

1 (jA*q’l I—Q*E]’l

0 V-V V-V
%) =e - (®) = | | |- A oA

0 q * (wWy — wp) * q q * (wy — Wp) *q

1 as/as 1—as/as

0 hy — hy hy — hy
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4.2 Premiers résultats et analyse du RIUKF

Les données d’entrée ayant servies de référence pour
cette premiere évaluation de I’approche de type RIUKF 3
sur un INS correspondent a celles issues d’une si-
mulation d’un modele dynamique décrivant le mouve-
ment de chute libre d'un parafoil (https ://flightop-
portunities.nasa.gov/technologies/66/). Ces données si-
mulées, traitées sans bruit, ont permis de valider fa-
cilement les principes méthodologiques développés par
JP.Condomines, C. Seren et G.Hattenberger dans le cas
d’un AHRS et de tirer les premieres conclusions pour le
RIUKF appliquée a un INS. L’horizon temporel de la
simulation de référence sélectionnée pour valider 1’algo-
rithme est d’un peu plus de 100 secondes. La dynamique Figure 7. Modéle de parafoil développé par la

. , N . NASA avec sa charge utile

simulée du systeme de parachute est relativement forte

comme lillustreront les figures retracant les évolutions

temporelles de lattitude, de la vitesse et de la position de référence de I’engin. En effet, nous y
observerons des variations d’angle de gite, de cap et d’assiette de plusieurs dizaines de degrés ainsi
que des variations de vitesse de plusieurs dizaines de metres par seconde. Enfin, les résultats et
estimations obtenus en appliquant l'algorithme du RIUKF aux données sont systématiquement
comparés avec ceux fournis par un algorithme UKF standard.

» FEstimation de lattitude : la figure 8 fournit respectivement les estimés UKF et RIUKF des
angles d’attitude de ’engin, et les comparent dans les deux cas aux pseudo-mesures associées qui
ont été reconstruites a partir de la donnée des composantes du vecteur d’état servant de référence
correspondantes au quaternion du systéme. Les angles estimés collent quasi-parfaitement dans les
deux cas aux valeurs de référence. Comme dans le cas de PAHRS (Attitude and Heading Reference
System) présenté dans, que cela soit pour 'UKF ou le RIUKF, l'attitude du parafoil selon les
trois axes est trés correctement restituée. Les tracés des erreurs d’estimation (selon une échelle
logarithmique en ordonnée) montrent que 'estimateur IUKF converge mieux et plus rapidement
vers les vraies valeurs des parametres de vol. En effet, les amplitudes de ces erreurs sont plus faibles
dans le cas du RIUKF. Par ailleurs, ’analyse comparée de ces graphes d’erreurs tend & prouver que
les résidus d’estimation sur I’état sont plus stables au cours du temps dans le cas du RIUKF, étant
donné qu’il est possible d’observer une lente et légere décroissance de ceux-ci dans le cas de 'UKF.
Les estimés délivrés par I'approche RIUKF semblent donc étre de meilleure qualité au regard de
ceux produits par un algorithme d’estimation de type UKF standard.

» Estimation de [’état associé au quaternion : ayant observé une reconstitution quasi-parfaite des
angles d’attitude, il apparait normal de constater qu’il en va de méme pour les composantes du
quaternion. Que ce soit pour 'UKF ou le RIUKF, le quaternion estimé est semblable en tout point
a la référence. Le fait notable concerne ici les courbes a +1 écart-type (théorique i.e. calculé par
lalgorithme) tracées en pointillés noirs pour chaque composante de ’état associé au quaternion. Les
figures 10 et 11 illustrent tres clairement des différences entre I’approche de type UKF et RIUKF.
En effet, pour un méme réglage des matrices de covariance estimées pour les bruits d’évolution et
de mesure (Q et R), le niveau d’incertitude déterminé par V'UKF apparait trés fluctuant sur les
composantes q; et g2 dans l'intervalle [20;30]. A I'opposé, les écarts-types théoriques calculés par
I'TUKF, apres un régime transitoire de quelques secondes, convergent vers des valeurs constantes
autour de chaque état moyen (o, 41, §2,G3|z), étant données les observations z. Du coup, les effets
liés a la non-exactitude du modele de I'INS utilisé se font ici ressentir dans les tracés de ces écarts-

3. La multiplication & droite du quaternion g par le quaternion qq effectuée dans la section précédente justifie le terme Right
TUKF dans la suite du document.
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types de 'UKF et non pas dans les tracés du RIUKF.

[INS] := ATTITUDE (PHI)

[INS] := ATTITUDE (THETA)

[INS] := ATTITUDE (PSI)
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Figure 8. INS : comparaison UKF/IUKF de I’estimation d’attitude (¢,0,7)) et des erreurs d’estimation
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Figure 9. INS : comparaison des écarts-types théoriques calculés par 'UKF et 'TUKF
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[INS-UKF] := QUATERNION -[q0]
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Figure 10. INS-UKF : estimation des états associés au quaternion q
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Figure 11. INS-IUKF : estimation des états associés au quaternion q
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» Estimation des vitesses, des positions et des imperfections de mesure : contrairement au cas
de PAHRS, le modele INS décrit dans la section précédente, permet d’estimer en plus des angles
d’attitude, les vitesses et les positions de la chute libre du parafoil. Nous constatons que, quelque
soit l'algorithme considéré, les vraies valeurs des différentes grandeurs sont estimées sans erreur.
Les figures 13, 14,15,16 montrent les résultats obtenus pour 'UKF et le RIUKF. Un jeu de trois
biais additifs (état : wp = (0 0 0)7) et de deux facteurs d’échelle (états : (as, hs) = (1,0)) ont été
introduits pour polluer les données simulées qui servent d’entrées aux deux schémas d’estimation
évalués dans cette section. Ce faisant, ’observabilité du probleme d’estimation posé peut étre
vérifiée et la capacité de ’algorithme employé a estimer de telles imperfections testées. Les figures 17
et 18 concatenent les résultats obtenus pour 'UKF et 'TUKF. Nous constatons que, quelque soit
I’algorithme considéré, les vraies valeurs des différentes imperfections sont estimées sans erreur. Les
écarts-types théoriques calculés par les deux algorithmes sont par ailleurs quasi-identiques entre
I'UKF et sa version invariante. Nous releverons au regard de ces différents tracés que certains
effets parasites, induits par l'inexactitude de la modélisation mise en ceuvre pour le traitement des
données, peuvent aussi s’observer sur les écarts-types théoriques calculés par le RIUKF et associés
aux états liés aux biais des gyrometres wp = (bwp, bwg, bw,). Toutefois, ces effets apparaissent
négligeables puisqu’ils engendrent d’infimes variations des écarts-types estimés au cours du temps.

IEKF IUKF
cadre invariant
cadre non invariant
EKF UKF
linéarisation discrétisation

Figure 12. Nouvelle formulation de 'UKF dans un cadre invariant

» Comparaison des covariances estimées et des erreurs d’estimation sur [’état : la figure 9 compare
les écarts-types théoriques déterminés par 'UKF d’une part et 'TUKF d’autre part pour toutes
les composantes du vecteur d’état. Tout comme dans (Condomines et al., 2015), les résultats per-
mettent de valider les principes théoriques discutés précédemment puisqu’il apparait ici clairement
que les propriétés des observateurs invariants sont vérifiées par 'TUKF dans le cas de I'INS. La
constance des écarts-types théoriques, et donc des covariances estimées, sur la trajectoire définie
par I = 131 (u) est illustrative du caractére invariant du schéma d’estimation mis au point. Ainsi,
I'IEKF de la littérature dispose bien d’un 1 équivalent > fondé sur les principes de la SUT, 'TUKF,
comme il a été montré jadis que 'EKF disposait d’un 1 équivalent > reposant sur ces mémes prin-
cipes, 'UKF. Ce qui a donc été établit pour le filtrage de Kalman (lien entre EKF et UKF)
reste vrai, y compris dans un cadre invariant. Les propriétés d’invariance de 'TUKF nouvellement
développées sont également observables lorsque ’on compare les erreurs d’estimation commises sur
I’état du systeme observé. Le traitement de données simulées nous permet de calculer ces erreurs.
De tous les résultats accumulés jusqu’a présent, il ressort que le filtrage de Kalman invariant in-
troduit par JP. Condomines, C. Seren et G. Hattenberger, a 'instar des observateurs invariants
déja existants dans la littérature, 'IUKF permet de caractériser avec précision l'incertitude sur
Pétat estimé pour certaine trajectoire dite permanente I = 14-1(u) = cst. La relative constance
de celle-ci en fait une information potentiellement tres utile & exploiter dans le cadre d’autres
problématiques (commande robuste, FDIR, etc.).
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[INS] := VITESSE - COMP([Vx]) [INS] := VITESSE - COMP([Vy])
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Figure 13. INS-UKF : estimation des vitesses et erreurs d’estimation
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Figure 14. INS-IUKF : estimation des vitesses et erreurs d’estimation
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[INS-UKF] := POSITION - [Px]
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Figure 15. INS-UKF : estimation des positions et erreurs d’estimation
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Figure 16. INS-IUKF : estimation des positions et erreurs d’estimation
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[INS-UKF] := BIAIS GYROMETRE - bwp [INS-UKF] := BIAIS GYROMETRE BIAS - bwq [INS-UKF] := BIAIS GYROMETRE - bwq
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Figure 18. INS-IUKF : estimation des imperfections : biais wy
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5. Travaux en cours sur 'application de 'IUKF a un estimateur du vent

Tout comme nous l'avons fait a la section
précédente, nous allons utiliser I'algorithme TUKF
pour nous intéresser a un tout autre probleme : ’esti-
mation du gradient de vent. L’information de la vitesse
des vents ou champs de vecteur vents est une donnée
essentielle pour la gestion des vols de tout engin aérien.
Cela est d’autant plus vrai que ’engin aérien est pe-
tit et donc sensible aux perturbations atmosphériques.
Utilisé dans de nombreux domaines de I'aéronautique
comme le controle aérien, I’évitement d’obstacle ou en-
core la planification de trajectoire, nous souhaitons ici
nous intéresser au probleme relativement nouveau de Figure 19. Banc expérimental développé a VENAC :

. , . en bleu, la sonde d’incidence et en or, un tube de Pitot
I'extraction d’énergie pour le vol longue endurance.
Ce probleme demande essentiellement d’estimer avec
précision la composante verticale du vent pour y étre intégré dans un schéma de controle optimal
permettant d’améliorer ’endurance de vol d’un mini-drone. La volonté de ne pas grever le budget
de développement d’un systéme donnant 'information du vent avec précision nécessite I'utilisation
de capteurs bas-cotuit. En effet, I’estimation du vent consiste a faire une différence de mesure entre
des vitesses mesurées sur le mini-drone, appelées vitesses air exprimées dans un repere terrestre,
et celles mesurées au sol, appelées vitesse sol exprimées dans un repere terrestre. Des lors, il serait
possible d’utiliser un tube de Pitot 3D pour avoir avec précision toutes les informations de vitesse
air,les angles d’incidence notés « et de dérapage notés 3, ce qui nous permettrait de projeter la
vitesse air dans le repere terrestre et d’en soustraire les composantes a celle des vitesses mesurées au
sol pour obtenir les composante du vecteur vent (cf. Figure 20). Dans notre cas, nous devons nous
contenter de la mesure de la premiere composante de la vitesse air fournie par un tube de Pitot 1D.
Pire encore, ’estimation devient in-observable durant les trajectoires, peu manoceuvrable du mini-
drone comme les lignes droite. Il s’avere donc nécessaire et méme quasi-indispensable de procéder
a une fusion élargie d’informations si tant est, qu’il est possible de bénéficier d’'une redondance
matérielle quelconque pour de telles cellules d’aéronef. Dans le cas, a minima, de ’estimation de la
vitesse verticale du vent, une sonde d’incidence permet d’étre indépendant de la manceuvrabilité
de la trajectoire du mini-drone (Figure 19).

1D montés sur le nez d’un mini-drone

Y

v Z. Repere de réference Triangle des vitesses

Figure 20. Repéere de référence et triangle des vitesses

Ce faisant, la premiere étape consiste a formuler le probleme dans un cadre invariant a partir
des équations d’évolution et d’observation d’un estimateur de vent. Ainsi, les mesures de vitesse
sol et vitesse air délivrées respectivement par un GPS et un tube de Pitot 1D sont utilisées en plus
de mesures fournies par une IMU (i.e, accélérometres, gyrometres, magnétometre) et une sonde
d’incidence. Grace aux invariances galiléennes, les équations du modele peuvent étre exprimées
indifféremment dans le repere avion ou dans le repere terrestre. Toutefois, comme nous I’avons vu
dans la section 3.1, il est possible d’identifier et d’assimiler le groupe d’action G a X uniquement
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dans le cas ou dim(G) = dim(X). Nous n’avons donc pas d’autres choix que de prendre en compte
I’équation d’attitude dans laquelle nous estimons le quaternion ¢ de norme unitaire. Les équations
du modele de 'estimateur de vent décrites ci-contre correspondent a la description de la dynamique
de 'engin et des mesures exprimées soit dans le repere terrestre, soit dans le repere avion avec :
Yo = | < v,e1 > | € R, la premiere composante du vecteur des vitesses air, yyy = V € R3, les mesures
du vecteur vitesse sol exprimées dans le repere sol ; yp € R? la mesure locale du champs magnétique
terrestre B, supposée connue, constant et exprimée dans le repeére avion telle que ¢! % B * ¢;
Yo = tanh(< v,e3 > / < v,e; >) la mesure de l'incidence de 'avion. Concernant l'incidence,
nous ne prendrons pas en compte une mesure directe mais une mesure transformée par la fonction
tangente afin d’obtenir plus facilement les groupes invariants. Ainsi, y, = tan(y,). Ces mesures
viennent enrichir les mesures disponibles, en plus de celles déja fournies par 'IMU. A partir de ces
parametres, la représentation d’état non linéaire correspondante au modele (S) peut étre décrite

sous une forme compacte telle que x = f(x,u) et y = h(x,u) ot x = (¢7 v /)T, u = (wl, al)T
ety = (Y Yy Yp Ja)"
1 Yo ’ <v,ep > ‘
q=54*(wm) . grvsg o
(8)] o= x W+ gt xAxq+anm e = ¢ 'xBxq (observation)
vp =0 (évolution) _ (< v, €3 >>
Yo <v,e; >

En considérant les équations du modele (S) et le groupe de Lie G = H; x RS agissant sur tout
I’espace d’état associé a la description de la dynamique du systeme, les transformations locales de
groupe suivantes permettent de montrer que la modélisation de I’estimateur de vent est G-invariante

et G-équivariante. Ainsi Vg = (¢f ol vI)T € G :

q* 4o -1
_ * Wi * go + Wo
Pg(x) = qol*(v—i—vo)*qo 7¢g(u):<qgo-qT*CLq *qo>
o + Ho o -om
< gy * (Yo +v0) * o, gy * €1 % qo > (28)
%V‘FVO
aly) = @ s a0

—1
* e3 * qo
0 q >

<y " * (Ja + v0) * o, 2
4y *€1*qo

5.1 Résultats expérimentaux de l’estimation du vent avec ''UKF

Les données d’entrée ayant servies pour ’évaluation expérimentale de I'estimateur de vent sont
fournies par une carte auto-pilote Paparazzi, dénomée Apogee. Celle-ci dispose en plus d’une cen-
trale inertielle MEMS, d’un GPS Ublox 6H de faible précision muni d’une antenne passive fournis-
sant les vitesses et positions de I'avion. En complément de ces capteurs, un Pitot 1D et une sonde
d’incidence, montés sur le nez du mini-drone, permettent d’obtenir la vitesses air suivant ’axe = de
Pavion et un angle d’incidence (cf. Figure 19). Ces données enregistrées par la carte autopilote ont
permis d’obtenir les caractéristiques Q et R de bruit additif et de valider facilement ”hors ligne”
les performances de 'UKF standard. L’horizon temporel de la simulation de référence sélectionnée
pour valider I'algorithme est de 20 secondes. Durant cette phase, le mini-drone a une trajectoire
relativement peu manceuvrable et traverse une ascendance d’air chaud comme lillustreront les
tracés de 'estimation des vents. Enfin, les résultats et estimations présentés dans cette section ont
été obtenu a partir d’'un modele de 'UKF dans lequel I'estimation de ’attitude est fournit par un
INS extérieur au systeme.
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Figure 21. INS-IUKF :
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Figure 22. INS-IUKF : estimation des imperfections : biais wy,
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» Estimation du vent : Les figures 21 et 22 fournissent respectivement les estimés UKF des vitesses
des vents, et les comparent a un calcul direct faisant I’hypotheése d’un angle de dérapage nul g = 0.
Sous cette hypothese, ce calcul permet d’obtenir une pseudo référence a partir des mesures GPS,
de la mesure du tube de pitot 1D et de la sonde d’incidence. Dans I'avenir, nous utiliserons un tube
de pitot 3D afin d’obtenir avec précision les vitesses air, I’angle de dérapage et I’angle d’incidence
et ainsi de calculer une référence fiable pour évaluer les performances de notre estimateur. Nous
observons une dynamique cohérence entre les vitesses des vents fournies par le calcul direct et celles
fournies par ’'UKF. Toutefois, la trajectoire étant peu manceuvrable, celle-ci rend ’estimation peu
observable sur la premiere composante du vent. L’objectif est bien atteint puisque nous arrivons a
détecter une ascendance thermique entre [8;14] secondes du vol.

» Reconstruction de l’angle d’incidence : La figure 23 présente ’angle d’incidence reconstruit
a partir de I'estimation des vitesses airs. Ce résultat montre que 'estimation de la vitesse air
est ”"correct” car les dynamiques sont les mémes pour la mesure et I'estimation. Toutefois, cette
évaluation n’est que qualitative car caractérisée les imperfections de la sonde d’incidence est quelque
chose de difficile. Dans ’avenir, nous comparerons la mesure d’incidence avec une incidence fournie
par un tube de Pitot 3D pour extraire les caractéristiques de bruit de la sonde d’incidence. La
figure 7 représente la trajectoire de I'avion réalisé

T T T T
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‘j AN /\,«Jv i

0 \r\'[\’\[\\»v-/\'\ AW ’V\ﬁ

15 T T
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-10 1 1 | | | | | | |
0

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Time (s)

Figure 23. INS-IUKF : estimation des imperfections : biais wy

La suite des travaux concerneront ’application de ’algorithme TUKF' sur I'estimation du vent et
I’évaluation des performances de celui-ci a ’algorithme standard UKF
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